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3. Arbeitsgemeinschaft (25.11.2002)

6. Portfolio-Selection (2-Wertpapier-Fall)

Zur Erinnerung: unter naiver Diversifikation versteht man das Zusammenfassen einer ,, gro-
Ben“ Anzahl von Investitionen, so dal3 eine Risikominderung wahrscheinlich durch die Nut-
zung von (nicht ndher analysierten) Risikoverbundeffekten erreicht wird.

Hier soll aber eine intelligente Risikodiversifikation statt finden, d.h. eine bewufdte Zusam-
menstellung einer , hinreichenden® Anzahl von Investitionen, deren Renditeverléaufe mog-
lichst wenig positiv korreliert sind.

Wenn n Wertpapiere im Portfolio sind, man also n Varianzen/Standardabweichungen hat, so
kann man die Beziehungen zwischen den Wertpapieren durch % Kovarianzen be-

schreiben.

Ausgangsdaten
Wertpapier A: E(r,)=5,0, =6

Wertpapier B: E(r, )= 3,05 = 2

Zunachst wird eine Korrelationsbeziehung zwischen den Wertpapieren von p, , = -0,65

(Abweichend von der Aufgabenstellung) angenommen.

Das Mischungsverhéltnis der Wertpapiere wird zuerst bestimmt. Dabei ist x der Anteil von
Wertpapier A und 1-x der Anteil von Wertpapier B am Portfolio. Gesucht ist das Mischungs-
verhdtnis der Wertpapiere, bei dem das Risiko des Portfolios, gemessen mit der Standardab-
weichung, minimal ist.

Formel 7. op = X202 +(1=x)* - 02 +2-X- (1= X)- cov(r, T

In obiger Formel sind alle Teile unter der Wurzel positiv, bis auf die Kovarianz. Sie stellt re-
chentechnisch die einzige Grofie dar, die negativ werden kann und somit eine Senkung des
Portfoliorisikos bewirken kann. Indem man die Kovarianz in Formel 7 anders ausdrickt, a3t
sich die Senkung des Risikos einzig auf die Korrelation der Wertpapiere zurtickfuhren.

Formel 8  ©op :\/Xz-of +(1—X)2-0',§+2-X-(1—X)-,0A’B -0, " 0Op

In diesem Ausdruck ist nun einzig der Korrelationskoeffizient eine Grole die negative Werte
annehmen kann. Nun soll die Kombination der Wertpapiere gefunden werden, die das Risiko
minimiert. Hierzu wird Formel 8 nach x abgeleitet.

op :\/xz-af\ +(1—X)2-0'§+2-X-(1—x)-pA'B -0, -0y — min!

d !
(;TP :%. - ! 2X02 = 21-X)of + 21— X)pp gOaTs — 2XPp 5T AT =0
2 2 2 ’ :
X \/x 0l +(1-x)’ 02 + 2X(1- X)pp 50A 05 Innere Ableitung
AuRere Ableitung

Dieim Nenner stehende &uf3ere Ableitung braucht im folgenden nicht mehr berticksichtigt werden.
Wenn der Zahler denn Wert null annimmt, ist der gesamte Bruch gleich null:
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1 2 2
E'Z(XO-A —(1-x)og +(1- X)pA,BGAGB - XpA,BO-AGB): 0
2 2 2 2
& X0, —0g +X0g + Pp gOpOg ~ XPp gOA0s ~ XPpp0n05 =0 |_(_ Og +pA,BO-AO-B)

2, 2 2 2, 2
A X(O-A T0g — 2pA,BO-AO-B): Og ~ PasOn0s "]/(O-A TO0g — 2pA,BO-AO-B)

2 2
Oh — PagOAC o2 —cov(r,,r
Formel 90 X = B~ PasInCs bzw. x = B (A )

Opt+ g~ 205 80T lO-AZ - COV(rA Ty )J"' lo-é - COV(rA ' Tg )J

Fir den angenommen Korrelationskoeffizienten p, . =-0,65 ergibt sich folgende Zusam-
menstellung:

2’ - (-065)-6-2 98
6°+2°-2-(-065)-6-2 556
Xy =1-x, =1-0,2122=0,7878

X, = =0,2122

Fir diese Portfoliozusammenstellung lassen sich nun Rendite und Risiko berechnen:

Formel 10:  E(r,)= ixj E(r)
=1

E(r,)=0,2122-5+0,7878- 3 = 34244

p =4/0,2122% .67 + 0,78787 - 22 + 2.0,2122.0,7878 - (— 0,65)- 6- 2 = /14957 ~1,2230

Fir p, s =—0,65 wurden zusammenfassend folgende Werte festgestellt:
op =122, pu,=342, Xx,=021 x;=079.

Nun aber zur eigentlichen Aufgabe: Gefragt ist nach dem Mischungsverhéltnis bei perfekt
positiver und bei perfekt negativer Korrelation.
Zunéachst wird der letztere Fall behandelt, also p, = —1. Unter dieser Annahme |83t sich die

Formel 9 erheblich vereinfachen:

2 2
w—_ 98" Pag%% O t0,0s :O-B'(O_A+O-B): Og
2, 2 2 2 2
Op +05 =2Ppp0n0g Op +20,05+0% (O'A +GB) Op +0p
1. binomische Formel
(o} O .
Formel 11: X = 8 bzw. 1-x= A bel pug=-1
O, +0g O, +0g ’

Damit ergibt sich das Mischverhdtnis wie folgt:

x:i=0,25 bzw. 1-x=i:0,75
2+6 2+6

Nach Formel 10 &% sich die Rendite bestimmen:
E(r,)=0,25-5+0,75-3=35
Nach Formel 8 errechnet sich die Standardabwei chung des Portfolios:

op =+0,25% - 6% + 0,757 - 2% +2.0,25-0,75-(—1)-6-2 = 0
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Durch eine geschickte Wahl der Anteile kann bel perfekt negativer Korrelation eine Standard-
abweichung des Portfolios von null erreicht werden.

1)

Abb.7:  Beeinflussung von Korrel ationsbeziehungen durch Gewichte

Abb. 7 verdeutlicht, was eigentlich bei perfekt negativer Korrelation passiert. Gegenléufige
Wertpapierrenditeverlaufe, die sich nur in ihrem ,, Ausschlag” unterscheiden (durchgezogene
Linien), werden durch Gewichte zu perfekt gegenlaufigen Anteilen (gestrichelte Linien).

Als Ergebnis bei vollstandig/perfekt negativer Korrelation ist festzuhalten:
e DasPortfoliorisiko 183 sich nicht nur mindern, sondern vollstandig eliminieren.
e Die Rendite hat keinen Einflufd auf das Mischverhaltnis der Anteile.
e Dieriskominimale Lésung ist nur dann optimal fir den einzelnen Investor, wenn sie
der individuellen Risikopraferenz entspricht. Annahme hier: Risikoaverser Investor.

Jetzt zum Fall mit p, 5 =1, also der perfekt positiven Korrelation. Auch unter dieser Annah-
me |83t sich die Formel 9 vereinfachen:

2 _ 2

w—_ T8 Pp0a05 _ 05=0,05 _—0p -(—O'B +0A):_ Og

2 2 2 2 2

Op +05 = 2Ppp0n0s Op —20,05 + 05 (O‘A - O'B) Op ~0p
2. binomische Formel
O O .
Formel 121 X =— B bzw. 1-x=—"%— be p,5 =1
Op —0p o) —0p ’

Damit ergibt sich das Mischverhdtnis wie folgt:

Nach Formel 10 &%t sich die Rendite bestimmen:
E(r,)=-05-5+15-3=2
Nach Formel 8 errechnet sich die Standardabweichung des Portfolios:

oo =+/(-05) 6% +15°-22 +2:(~05)-15:(+1)-6-2=0

Zu diesem Ergebnisist aber noch einiges Anzumerken.

12



Martin T. Kocybik AG Finanzierungs- & Investitionstheorie Veranstaltungim WS 2002/2003

Student d. Wirtschaftswissenschaft

Abb.8:  Beeinflussung von Korrelationsbeziehungen durch Short Sales

Zunéchst laufen beide Wertpapiere gleich. Durch Short Sales, also durch negative Anteile im
Portfolio bzw. negative Gewichte, wird dieser Gleichlauf wieder in einen perfekten Gegenlauf
verandert. Das Wertpapier, das durch die rote durchgezogene Linie charakterisiert ist wird
leer verkauft, also negativ im Portfolio gewichtet, was in dem rot gestrichelten Verlauf resul-
tiert.

Bei Short Sales werden Anteile verkauft, die man gar nicht besitzt. Der Risikoreduktionsef-
fekt wird dadurch erzeugt, dal3 der Anteil eines Wertpapiers durch die Ertrage aus dem L eer-
verkauf des anderen erhdht wird.

Betrachtet man die Rendite des Portfolios, so ist festzustellen, das diese geringer ist as die
Einzelrenditen. Es ist fragwirdig, ob ein Investor dieses Portfolio bilden wirde. Dies ist na-
turlich wieder abhangig von den individuellen Risikopréaferenzen.

Als Ergebnis bei vollstandig/perfekt positiver Korrelation ist festzuhal ten:

e Das Portfoliorisiko &3t sich auch hier nicht nur mindern, sondern vollstandig elimi-
nieren, analog zur perfekt negativen Korrelation.

e Die Eliminierung des Portfoliorisikos wird durch Einbezug von Negativanteilen
(Leerverkaufe) erreicht.

e Positiv korrelierte Wertpapiere lassen sich durch Short Positionen in negativ korrelier-
te umwandeln. Statt von steigenden Kursen zu profitieren ergeben sich bei Kurssteige-
rungen dann aber Verluste.

e Die Wertentwicklung des leerverkauften Wertpapiers ist der des gekauften/gehaltenen
genau entgegengesetzt.

Die folgenden Aufgaben der AG sind nicht Prifungsrelevant, werden daher auch nicht
hier behandelt. Material zu diesen Aufgaben wird vermutlich auf den Web-Sites des
L ehrstuhl angeboten.
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