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« Your time is limited, so don’t waste it
living someone else’s life. Don’t be trap-
ped by dogma — which is living with
the results of other people’s thinking.
Don't let the noise of others’ opinions
drown out your own inner voice. And
most important, have the courage to
follow your heart and intuition. They
somehow already know what you truly
want to become. Fverything else is se-

condary. »
(S. Jobs, 2005)
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Introduction

Présentation

Les premiers objets de la géométrie algébrique et de la géométrie différentielle ont été
introduits indépendamment par Fermat et Descartes avec la notion de “coordonnées car-
tésiennes”. Cependant, les découvertes en géométrie durant I’ Antiquité avaient d’une cer-
taine fagon préparé la voie a I’étude des variétés algébriques, avec par exemple ’étude des
coniques, et de nombreuses courbes planes.

La géométrie algébrique constitue néanmoins un domaine de recherche actuellement
encore tres actif. Ces dernieres années, de nouvelles méthodes de géométrie algébrique ont
mené a des progres inattendus et significatifs dans d’autres branches des mathématiques
comme la théorie des nombres, la cryptographie, les codes correcteurs, la combinatoire,
les statistiques et la robotique.

Les interactions entre la géométrie algébrique et d’autres domaines lui conferent un
intérét tout particulier méme si, bien évidemment, de tres nombreux autres sujets mathé-
matiques bénéficient également de cette qualité essentielle.

La théorie des variétés toriques trouve son origine dans les travaux de Demazure,
Mumford, Satake et Oda. Ce sont des variétés algébriques pour lesquelles on peut relier
des propriétés géométriques importantes a des propriétés combinatoires portant sur des
cones dans des espaces vectoriels réels.

Les variétés toriques présentent l'avantage de fournir un moyen relativement com-
mode et concret d’étudier de nombreux phénomenes et propriétés en géométrie algébrique.
Certains problemes de géométrie algébrique ont une solution particulierement simple et
élégante dans cette classe de variétés.

La classe des variétés toriques est également a la base de la construction de nombreuses
variétés complexes, par exemple certaines surfaces de la classe VII de Kodaira, les variétés
LVMB (dues a Lépez de Medrano, Verjovsky, Meersseman et Bosio, voir [26], [27], [5])
ou encore les variétés obtenues par G. K. Sankaran dans [33]. L’objet du chapitre |5| est
notamment d’étendre cette derniere construction.

Cette these est organisée comme suit. Dans le premier chapitre, on démontre un résultat
concernant les surfaces de Kato intermédiaires. Ce sont des surfaces de la classe VII de
Kodaira, c’est-a-dire les surfaces complexes compactes dont le premier nombre de Betti
vaut 1. On_montre que le revétement universel S d'une surface de Kato S privé de la
pré-image D des courbes rationnelles D de S est de Stein.
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Dans le second chapitre, on rappelle brievement les notions de base sur les groupes de
Cousin et les variétés toriques, qui serviront aux chapitres suivants.

Dans le troisieme chapitre, on généralise la notion de “variété a coins” associée a un
éventail et on en donne quelques propriétés de base que nous utiliserons par la suite. La
variété a coins d’une variété torique Xa est le quotient de cette variété par le sous-groupe
(SH™ de (C*)™ qui agit sur Xa. On peut donner une description de nature plus “combi-
natoire” de cet espace en le construisant directement a partir de I’éventail A. Il se trouve
que cette construction ne fait pas appel a la rationalité des vecteurs qui engendrent les
cones de A ; on 6te donc cette hypothese de rationalité dans ce chapitre et, étant donné un
éventail A, on construit un espace topologique Mc(A) qui nous sera utile dans les deux
chapitres suivants pour comprendre I’action de certains sous-groupes fermés de (C*)™ sur
des variétés toriques.

Dans le quatrieme chapitre, on donne une nouvelle présentation de la construction
des variétés LVMB. Bosio a généralisé dans [5] une construction de variétés complexes
compactes due a Lépez de Medrano, Verjovsky et Meersseman (appelées variétés LVM) :
étant donné un ouvert U de P,(C) et le choix d’'une famille £ de formes linéaires sur
C™, on construit une action propre de C™ sur U qui donne un quotient compact. Notre
objectif est de substituer a 'ouvert U la donnée d’un sous-éventail A de I’éventail de
P,.(C) et a la famille £ un sous-espace vectoriel de R™ dont la projection 7 associée est
injective sur le support de A. Ensuite, on “détecte” les variétés LVM parmi les variétés
LVMB a 'aide d’un critere sur I’éventail w(A), a savoir sa polytopalité. Enfin on montre
que la construction de Bosio est la plus générale, dans le sens ou un ouvert de l’espace
projectif dont le quotient par un sous-groupe fermé de (C*)" isomorphe a C™ est compact
est nécessairement stable par (C*)". Dans ce chapitre on fait appel a la variété a coins
Mec(m(A)), notamment pour comprendre 'action de C™ sur U.

Le chapitre suivant est consacré a la construction de nouvelles variétés complexes com-
pactes, en utilisant une méthode due a Sankaran ([33]), qui consiste a faire agir un groupe
discret sur un ouvert U d’une variété torique, afin d’obtenir un quotient compact. L’idée
ici est de remplacer 'ouvert U par le quotient d’une variété torique par un sous-groupe de
Lie fermé de (C*)™. Ici encore, I'étude des variétés a coins “sans rationalité” s’avere tres
importante.

Le dernier chapitre est consacré a la démonstration d'un résultat concernant les va-
riétés Oeljeklaus-Toma, a savoir qu’on établit que la dimension algébrique de ces variétés
est nulle. La premiere partie de ce chapitre est consacrée a ’extension d'un résultat de
Vogt concernant les groupes de Cousin a certains ouverts de groupes de Cousin ; ensuite
on utilise cette généralisation pour démontrer le résultat annoncé.



Chapitre 1

Un résultat sur les surfaces de Kato

1.1 Introduction

Les surfaces de la classe VII de Kodaira sont les surfaces complexes compactes dont le
premier nombre de Betti vaut 1 et de dimension de Kodaira égale & —oo ; on appelle surface
de la classe VIIj une surface de la classe VII qui est minimale. Le cas de ces surfaces dont
le second nombre de Betti by est nul est entierement compris, il s’agit nécessairement d’une
surface de Hopf ou d’une surface d’Inoue et le cas b, > 0 est toujours étudié actuellement ;
il a été conjecturé qu’elles contiennent toutes une coquille sphérique globale. La preuve de
ce résultat terminerait la classification des surfaces complexes compactes non kdahlériennes.

Les surfaces a coquille sphérique globale, qui nous intéressent ici, peuvent étre obtenues
selon un procédé da a Kato (voir [23]), que I'on rappelle dans la section suivante. Ces
surfaces se divisent en trois classes, les surfaces d’Enoki, d’Inoue-Hirzebruch et enfin les
surfaces intermédiaires.

Etant donnés une surface minimale S & coquille sphérique globale, D le diviseur maxi-
mal de S formé des by(S) courbes rationnelles de S et w : S — S le revétement universel
de S, nous allons démontrer que S\ D (ot D = w (D)) est une variété de Stein. Ce
résultat était déja connu pour les surfaces d’Enoki et d’Inoue-Hirzebruch ; nous allons le
montrer dans le cas des surfaces intermédiaires. Dans la derniere partie et toujours dans
le cas des surfaces intermédiaires, on donne une condition pour que le fibré tangent holo-
morphe de la variété S\ D soit holomorphiquement trivialisable, & savoir que la surface
S soit d’indice 1.

1.2 Préliminaires

On dit qu'une surface compacte S contient une coquille sphérique globale s’il existe
une application qui envoie biholomorphiquement un voisinage de la sphere S* ¢ C?\ {0}
dans S et telle que le complémentaire dans S de I'image de la sphere par cette application
soit connexe.

Toute surface contenant une coquille sphérique globale peut étre obtenue de la fagon
suivante : étant données une succession finie d’éclatements 7y, ..., 7w, de la boule unité B
de C? au-dessus de O et T :=m 0---0om, : B" — B la composée de ces éclatements, ainsi
qu'une application o : B — B™ biholomorphe sur un voisinage de B, on recolle les deux

bords de Ann(r, o) := B™ \ o(B) a I'aide de I'application o o 7 :

11
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T2
/

La surface obtenue possede un groupe fondamental isomorphe a Z et son second
nombre de Betti est égal a n (voir [10]). Il s’agit d’une construction due a Kato [23].
Dans la suite, on appellera surface de Kato une surface complexe compacte minimale
contenant une coquille sphérique globale, dont le second nombre de Betti est non nul.

Dans [10], Dloussky étudie le germe contractant d’application holomorphe ¢ = 1o 0 :
B — B associé a la construction précédente. Ce germe détermine a isomorphisme pres la
surface étudiée (proposition 3.16 loc. cit.).

Soit S une surface de Kato; on note D le diviseur maximal de S formé des by(S)
courbes de S, S le revétement universel de S et D la préimage de D dans S.

Suivant les notations de [10], on obtient la surface S en recollant une infinité d’anneaux
A; (i € Z) isomorphes & Ann(7, o), en identifiant le bord pseudo-concave de A; au bord
pseudo-convexe de A; ;1 via 'application o o 7. La surface S possede deux bouts, notés 0
et 0o, le bout 0 possédant une base de voisinages ouverts strictement pseudo-convexes (les
Ui ;A pour j € 7) et le second une base de voisinages strictement pseudo-concaves (les
Ui<; 4i pour j € Z). Enfin on définit un automorphisme G de S en posant G(z;) := z;41 ou
z; et z;41 sont les images dans A; et A;;; respectivement d'un méme point z € Ann(m, o).

H—l
lw

Fixons une courbe compacte C' de S avec C' C Ay. On note (§C, pc) Deffondrement
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de S sur la courbe C , c’est-a-dire la donnée d’une surface :9\0 n’ayant qu’'un bout, d’une
application holomorphe ps de S dans S'\C, biholomorphe sur un voisinage du bout oo dans
S sur un voisinage du bout de §C, telles que C = pco(C) soit une courbe d’auto-intersection
—1.

La proposition 3.4 de [10] nous assure I'existence d’une telle application pc pour toute
courbe compacte C' de S , et d’'un point 0c € C tel que pc soit également biholomorphe
entre S\ po'(0¢) et Se\ {0c 1

De plus, la restriction de pc au complémentaire de D est un blholomorphlsme entre
S\ D et S¢ \ pe(D). Enfin, il existe une application holomorphe Fo de SC \ {0¢} dans
lui-méme, contractante en OC, conjuguée a ¢ et biholomorphe sur SC \ pC(D)

1.3 La variété S\ D est de Stein

Les surfaces de Kato se divisent en trois classes : les surfaces d’Enoki, d’Inoue-Hirzebruch
et enfin les surfaces intermédiaires (voir [13]).

Dans le cas des surfaces d’Inoue-Hirzebruch et celles d’Enoki, le fait que S \ D soit
de Stein est déja connu : pour une surface d’Inoue-Hirzebruch, la variété S \ D est un
domaine de Reinhardt holomorphiquement convexe (voir [37], proposition 2.2) tandis que
pour une surface d’Enoki, on a S \ D~C*xC qui sont bien dans chaque cas des variétés
de Stein. Il reste donc a étudier le cas des surfaces intermédiaires.

Favre a donné dans [16] des formes normales pour les germes contractants d’applica-
tions holomorphes et on peut en particulier donner la forme du germe associé a une surface
intermédiaire, & savoir qu’'une telle surface est associée au germe ¢ de (C% 0) — (C?,0)
donné par

(2,Q) = (A2 + P(Q) + ¢ ¢F1,CF) (1.1)

ot A € C*, k,s € Navec k > 1 et s > 0, et P(¢) = ¢;¢/ + ... + ¢5¢° avec les condi-
tions suivantes : 0 < j < k, j < s, ¢; = 1, C sk :Oquemdl,f—f1 ¢ Z ou A # 1 et enfin
pged{k,m | ¢;, # 0} = 1. On trouve dans [30] une condition pour que deux tels germes
soient conjugués (et déterminent donc deux surfaces isomorphes).

L’objectif de cette section est de démontrer, dans le cas de surfaces intermédiaires, le
Théoréme 1.3.1 La surface §\ D est de Stein.

Dans un premier temps (section[I.3.1)), on montre qu’il est suffisant de se ramener 4 la
situation du théoreme [1.3.2] énoncé ci-dessous. Pour cela, nous allons écrire notre surface
comme réunion croissante d’ouverts et nous verrons que seule une hypothese manque
a priori pour pouvoir effectivement appliquer ce théoreme, a savoir que chaque paire
constituée de deux tels ouverts consécutifs est de Runge. C’est dans la section qu’on
prouve que cette hypothese est bien vérifiée.

1.3.1 Réduction du probleme.

Reprenons les notations précédentes et donnons-nous un germe de la forme (|1.1]). On
regarde la surface intermédiaire S associée et on choisit une courbe C' de S donnée par
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la proposition 3.16 de [10] ; quitte & renuméroter les A; on suppose que C' C Ag. Notre
objectif est de prouver que la variété Sc \ pc(D) est de Stein, en utilisant le théoreme
suivant (voir [22], théoreme 10 p. 215) :

Théoréme 1.3.2 Soient X un espace analytique compleze et (X;);en une suite croissante
de sous-espaces de X qui soient de Stein. Supposons que X = |JX; et que chaque paire
(Xit1,X;) est de Runge, i.e. l'ensemble O(X,11)|x, des restrictions a X; des applications
holomorphes sur X;1 est dense dans O(X;). Alors X est de Stein.

Notons :
- A; = pc(A;) pour tout i € Z et
- Ai = pc(U;s; 45) pour i <0,
de sorte qu'on a A; CAzletSc\pc UA \pc
<0
Chaque A; \pc(lN?) est strictement pseudo-convexe, donc de Stein. De plus, on a
Fo(A;) = Ajpq pour i < —1, car le diagramme

G
j j

est commutatif (c.f. [10], proposition 3.9). Ainsi, on a

Fo(Ai-1 \ pe(D)) = A\ pe(D) (1.2)

Supposons établi le fait que la paire (Ag\ po(D D), Fo (Ao \ pe(D))) est de Runge. Alors
la paire (A_; \ pe(D), Ao \ pe(D)) est automatiquement de Runge par I'égalité (|1.2)) ci-
dessus, et par récurrence chaque paire (Ai_y \ pe(D), A; \ pe(D)) est de Runge. Nous
sommes alors en mesure d’appliquer le théoreme [[.3.2] qui nous dit que la réunion des
A; \ pe(D) est de Stein.

Le probléme est donc ramené a montrer que le couple (Ag \ pe(D), Fo(Ag \ pe(D)))
est de Runge.

Remarque 1.3.3 L’ensemble Ay \pc(D) est biholomorphe & une boule ouverte centrée en
0 privée d’une droite complexe. En effet, on peut écrire ¢ = 7o o ou 7 est une succession
d’éclatements de la boule au-dessus de 0 € C2, o : B — 7~(B) est une application définie
sur un voisinage de B et biholomorphe sur son image, et ¢ est de la forme normale l}
Par le choix de la courbe C, la proposition 3.16 p. 33 de [10] nous donne 'isomorphisme
Ao\ pe(D) = B\ ¢7(0) et en utilisant la forme de ¢, on voit que ¢~ (0) = {¢ = 0}.

Finalement, démontrer que (Ao \ pe(D), Fo(Ag \ pe(D))) est de Runge revient a
prouver que c’est le cas de la paire (B \ {¢ = 0}, (B \ {¢ = 0})) pour une boule B C C?
centrée en 0 (en notant (z, () les coordonnées de C?). C’est 'objet de la section suivante.

1.3.2 La paire (B\ {¢( =0},9o(B\ {¢ =0})) est de Runge

Etant donné un germe ¢ de la forme (1.1)), introduisons en premier lieu quelques notations :
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1. Remarquons tout d’abord que chaque point de C x A* possede exactement k an-
técédents par ¢, ot A* est le disque unité ouvert de C privé de 0. Notons g I'auto-
morphisme de C x A* suivant :

Aes(s

ou € est une racine primitive k-ieme de 'unité, de sorte que ¢ o g = ¢. Pour tout

{€Z,on a .
ge(z,C) — <(€€>—sz + P(Q)?(E_ﬁ)fc(f C)HJJC)

et g¢ = 7Z/kZ. L’ automorphisme g permute les antécédents d'un méme point de
I’application .

g:(2,0)— (6_52—1— M,a()

k-1
2. On notera également ¢(z,() le polynome zHag(z,C)CW ou ay(z,¢) est la pre-
=1
miere composante de ¢g‘(z,¢) et ny = s — min{n|c,(1 — (¢9)") # 0}, qui est bien
défini et positif ou nul vu la derniere hypothese sur les coefficients de P, a sa-
voir pged{k,m | ¢,, # 0} = 1. Le polynome ¢(z, () est en particulier de la forme
Q(Za C) = Z(C+ 6(27 C)) ou 6(27C) — Oetc 7& 0.
(2,4)—(0,0)
3. Pour n > 0, on note U, l'ouvert {(z,¢) € C? | |q(z,¢)| < n}. Soient a, b et ¢ trois
réels strictement positifs, on définit les ensembles

Kop:={(2,¢) € C* | |2)* +|¢|* < @ [¢] = b} = B(0,a) N {|¢| > b}
et -
Lope :=D(0,a) x Ay,

(ot Ay est 'anneau ouvert centré en 0 de rayons b < ¢). Enfin, on pose

k—1
lCa,b = U gg(Ka,b)
(=0
et
k—1
ﬁa,b,c = U gZ(La,b,c)-
/=0

Remarque 1.3.4 Pour a,b et c assez petits, les compacts ¢°(Lap.) (resp. g*(K,yp)) sont
disjoints deux a deux : ceci est une conséquence du fait que la fonction ¢ est localement
injective autour de l'origine de C?, ce qui est démontré, par exemple, dans [13], section 5.
En particulier, les ensembles L, . et K, possedent chacun k& composantes connexes.
D’autre part, on a Koy C Lgp. pour b’ > b et o' < min{a, c}, ce qui entraine notamment
ICa’,b’ - ‘Ca,b,o

Enfin, pour n > 0 fixé, il existe A, > 0 tel que pour tous réels t et § avec 0 <t <o < A,),
on ait L5, 5 C U, : en calculant |q(z, ()| pour (z,() € Lss on voit quil suffit de choisir 0
assez petit pour avoir
k—1
[ LTS 4 201 comny | + [eomnps1]6 + o+ |es67) /2) <. (1.3)

(=1
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Koy
a / Ly
1b
c
Loy,

On appelle V,, s 'ensemble U, N {|¢] < 6}.

Proposition 1.3.5 Pour § > 0 assez petit et pour tout 1 €]0,9], le compact Ks., est
holomorphiquement conveze.

Preuve : En premier lieu, remarquons que l’enveloppe holomorphiquement convexe de
V,.6 est 'adhérence V, 5 de cet ensemble. On note :

- Ks.e, 'enveloppe holomorphiquement convexe de K., ,

- /€§,El (resp. Vf;ﬁ) la composante connexe de 165,51 (resp. V) qui contient g*(Ks.,),

pour ¢ € {0, ...,k — 1}.

Etape 1 : Montrons tout d’abord que pour 7 et § assez petits et pour tout £ < 9, on a
ng,é N Kse, = Kse,, autrement dit que la composante connexe de V,, 5 qui contient K.,
ne rencontre aucune autre composante de Ks, .

Soient § > €1 > 0. Pour £ € {1,....k — 1}, on a
9" (Kse,) C 9" (Loers) = (9" (Loers) = {(2,0) € C | ar—o(2, Q) < 6,[¢] € [e1, 0]}

P(e"*¢) — P(¢)

G +w ou |w| < ¢. En

En particulier, pour (2,¢) € ¢‘(Lse,5), on a z =

développant, cette égalité devient

2= AT (e (7~ Dbana(£) 7 14
(70T = 1)) 4 w.

Autrement dit, si ny > 0, z est de la forme

AT (o (€77 = 1) + CRe(C,w))

ot Ry est un polynome et par définition de ny, le terme c,_,,,((7%)*™™ — 1) est non nul.

Grace a cette derniere expression de z, on voit que lorsque n, > 0, pour n’importe
quelle constante C' > 0 et lorsque § est assez petit, tout élément (z,() € ¢°(Lse, s) vérifie
|z| > C.

Dans le cas ott ny = 0 (donc ¢, # 0), on a |z| = A"} (cs((e7%)* — 1)) + w| est supérieur
a une constante non nulle pour ¢ assez petit.



1.3. LA VARIETE S\ D EST DE STEIN 17

Posons alors « := %m@inﬂcs((eé)s —1)| | €s £ 0[k]} sics # 0 et a := 1 sinon. Par ce qui

précede, il existe une constante A > 0 telle que pour tous § < A et €1 < § on ait, pour
chaque £ € {1,....,k — 1} et tout élément (z,¢) de ¢*(Lse, s), I'inégalité

|z| > a. (1.4)

Fixons désormais 1 > 0 vérifiant les deux conditions suivantes :
1. 2n/|e| < a (ou ¢ # 0 est le facteur de z dans le développement limité de ¢ en (0,0),
a savoir q(z,¢) = z(c+ €(z,())), et
2. |e+€(z,Q)| > |c|/2 pour tout (z,¢) € D(0,3n/|c|) x D(0,3n/|c|).

Choisissons maintenant § < min{A, A,,2n/|c|} et &1 €]0,d[. Alors on a L., s C U, (re-

marque [1.3.4) et I'inégalité ((1.4) ci-dessus est vérifiée.

Pour tout |z|] < 6 et || € [e1,0] on a (2,() € Ks., C 7275. Soit maintenant
(e {l,...k—1} et (2 ¢) un point de g*(K), on a |z| > « et ceci entraine que (2, () & VO,(;.

En effet, supposons le contraire : la projection de 7275 sur la premiere coordonnée
étant connexe, et comme 0 < 2n/|c| < a, il devrait exister un élément (2, (') € V) 5 avec
2
2’| = 2n/]c|, ce qui est impossible puisque dans ce cas |¢(2, ()| > |—7’7(\c\/2) =1.
c
Ainsi, la composante connexe 72’5 de VW; qui contient /5., ne rencontre aucune autre
composante de Ks,,, ce qu’il fallait démontrer.

A partir de maintenant, on omet les indices ¢, ;.

Etag\e 2 : Montrons a présent que K% = K. Par I’étape 1, et comme Ko V0, on sait
que K° ne rencontre pas d’autre composante de K que I'ensemble K lui-méme.

Soit (29, ¢y) € K\ K. On suppose que |(o| = ; (sinon (29, (o) € K), donc nécessairement
202 + |¢o]? > 62, Comme la boule fermée B := B(0,0) est holomorphiquement convexe
dans C? il existe une fonction i holomorphe sur C? telle que |h(zo, (o)| > ||h]|5. Notons
respectivement mg et mz les quantités |h(zo, (o)| et ||h||5, ainsi que mg la quantité ||h[|g,
qui est finie puisque K est compact.

Considérons la fonction xg, définie sur K valant 1 sur K° (en particulier sur K) et 0
sur K\ K° (en particulier sur ¢*(K) pour ¢ # 0[k]).

Le théoreme 6’ p. 213 de [22] nous dit que la fonction g, est limite uniforme sur

K de fonctions holomorphes sur C x A*. Soit donc f une fonction holomorphe véri-
mo my —mpg

flant || f — xgollg < € avec €’ < min{ } et appelons F' Dapplication

(2,0) = h(2, Q) f(z0)-
Pour (z¢, () € ¢"(K) (avec £ € {1,...,k — 1}), on a I'inégalité

|F' (2, Co)| < |[F — hxgollg + [h(2e, Co) X o (26, Ce)-

Le second terme du membre de droite est nul; quant au premier, il est majoré par mge’.
De plus, on a |F(z, (o)| = mo|f(20,Co)| > mo(1 — €’) d’une part, et pour tout (z,¢) € K

?
mg +mo mo+mg
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on a
[F (2, < h(2,¢) (f(2,0) = Xgo(2,0)) | + A2, O)xgo (2, )]

donc |F(z, ()| < mge’' + myg d’autre part. Le choix de ¢’ nous assure que 1'on a I'inégalité

max{mge’, mz(e' + 1)} < mo(1 —¢’). Autrement dit, nous avons montré que (2o, (o) & K,

d’ou une contradiction. Ainsi, on a bien établi que KO = K.

Etape 3 : Il nous reste a conclure. Remarquons que ’enveloppe holomorphe convexe K
de IC est également stable par g et supposons qu'il existe ¢y € {1,...,k — 1} et un point
(245, o) € K0\ g (K). Alors on a les inclusions suivantes :

K C g %K) c K,

la derniere inclusion provenant du fait que la continuité de g entraine la connexité de

gt (E’ZO). On a donc g~ (2,,¢y,) € Ko = K, d’ot une contradiction.
k—1

Finalement, on a établi que U K! = K. Comme K est une réunion de composantes
=0

connexes de K, c’est un sous-ensemble ouvert et fermé de K, donc holomorphiquement

convexe par le corollaire 8 p. 214 de [22]. Finalement on a établi X = K. |

Notons O(C x A*) I'algebre des fonctions holomorphes sur C x A* et ¢*(O(C x A*))
'algebre des éléments de O(C x A*) invariants par le groupe g%. Si A est une algebre

de fonctions holomorphes, on note KA I’enveloppe de K par rapport a 'algebre A. On a
montré que KOCXAY) = IC.

Corollaire 1.3.6 On a k¥ (O(CxA%) —

Preuve : En effet, pour x ¢ IC, on a :

—— O(CxA¥) 7
(¢2.x) UK = (¢g".x) UK. (1.5)

Ceci découle du fait que si p € K, pour ¢ € {p} UK, il existe f; € O(C x A*) telle
que ||fillx < fi(q). Apres avoir éventuellement multiplié f; par une constante, on peut
supposer que f1(q) = 1. Comme p # g, il existe également une fonction fo € O(Cx A*) qui
vérifie fo(p) = 0, fa(q) # 0 et || fa][x < 1/2; quitte a remplacer f; par des puissances d’elle-

méme, on peut supposer que || f1||x < |f2(q)| et dans ce cas on a || f1 fo|[kugpy < |f1(q) f2(q)]-
— O(CxA¥)
Ainsi, on a {p} UK = {p} UK; par conséquent, en ajoutant un nombre fini de

points a K I'ensemble obtenu reste holomorphiquement convexe, et on a bien ’égalité
©3).

On considere alors la fonction f qui vaut 1 sur g?.z et 0 sur K, qui est holomorphe
sur (g%.z) UK. Alors (théoreme 6’ p. 213 de [22]) il existe une fonction h € O(C x A*)
telle que || f — Al[ < 1/2.

k-1
1 )
En définissant la fonction holomorphe H := % (hog’), il sort que l'on a
=0
|H(x) —1] < 1/2

tandis que pour tout y € K, on a |H(y)| < 1/2, donc ¢ K" (OCxa"), |



1.3. LA VARIETE S\ D EST DE STEIN 19

Corollaire 1.3.7 Soit § un réel positif donné par la proposition[1.3.5. Alors, la paire

(B(0,0) \ {¢ = 0}, ¢(B(0,0) \ {¢ = 0}))
est de Runge.

Preuve : On se donne un compact A de ¢(B(0,d) \ {¢ = 0}), il est inclus dans un
certain ¢(Ks_1/p,1/4) (pour p et ¢ assez grands et avec 6 > 1/p + 1/q). L’enveloppe de
A par rapport a 'algebre des fonctions holomorphes sur B(0,9) \ {¢ = 0} est incluse

dans p(KCs—_1/p,1/4) Par le corollaire [1.3.6, donc compacte. Ainsi p(B(0,0) \ {¢ = 0}) est
holomorphiquement convexe par rapport aux fonctions holomorphes de B(0,d) \ {¢ = 0},

ce qui nous donne la conclusion ([22], corollaire 9 p. 214). |

1.3.3 Une généralisation

Soit ¢ un germe de (C3,0) dans (C3,0) donné par

(2,¢,6) = (MT€2 + P(¢,€),¢5, €5 (1.6)
ou A€ C* k,l,r,s € Navec k, ¢ > 1, pged(k,l) =1et r,s >0, et

P& =D > e

11=J1 12=J2

avec les conditions suivantes : 0 < j; <k, 0 < jo < /¥, 71 <7, j2 < s et ¢, 5, # 0.

Nous ajoutons une hypothese supplémentaire, a savoir que pour tout € € Uy (racines
k-iemes de I'unité) et 7 € U, avec eT # 1|IL il existe des entiers n et m et un polynéme @)
avec (0,0) # 0, tels que l'on ait I’égalité :

P(C?ﬁ) - P(€g, T£> = Cngm@(g)g) (17)

Donnons quelques classes d’exemples de polynomes vérifiant cette derniere condition :
min(r,s)

1. P((,€) :Z a,CPEP avec ou bien pged{k,p | a, # 0} = 1, ou bien pged{/,p | a, #
p=1

0} =1,

2. P(C,&) =(" Zapfp avec pged{l,p | a, #0} =1let 1 < <s,
p=1
3. P de la forme précédente, mais en intervertissant les roles de ¢ et &.

Etant données ¢, et 7, deux racines primitives k-ieme et (-ieme de 'unité respective-
ment, notons g 'automorphisme de C x (A*)? qui a (2, (, £) associe

v s P(C &) = PerC, k)
<€k Ty zZ+ )\EZTECTES

ak,l(;Ca 5)

1. Comme k et £ sont premiers entre eux, ceci revient a dire que € et 7 ne sont pas simultanément
égaux a 1.

Ekga’rfg)a
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et X l'ensemble B(0,1) \ {¢£ = 0}. La condition (1.7)) permet d’adapter le raisonnement
de la preuve de la proposition [.3.5] et de ses deux corollaires dans cette situation, en

posant cette fois-ci
k—10-1

q(2,¢.&) = 2 [ [ [ [ awelz. ¢, )¢ ™.

i=1 j=1

Ainsi la paire (X, (X)) est de Runge. On obtient alors une variété de Stein en recollant
une infinité dénombrable de copies de X \ ¢(X) grace a Iapplication ¢. Il est possible
de généraliser cette derniére construction en prenant un germe de (C"*' 0) dans lui-
méme, défini cette fois par (z, (1, ..., () = (NG ..CCrz+ PGy vy Gu), LT ¢M) avec des
conditions directement analogues a celles données ci-dessus.

1.4 Invariants

Revenons a présent a notre situation de départ. On note désormais X la variété S \ D.
Etant donné un groupe G, on appelle espace K (G, 1) tout espace topologique connexe
dont le groupe fondamental est isomorphe a G et qui possede un revétement universel
contractile.

Exemple 1.4.1 Le cercle unité S* est un espace K(Z,1).

Remarquons tout d’abord que la variété X est un espace K(Z[],1). En effet, m (X) =
Z[1] et son revétement universel C x H (c.f. [IT] et [I7]) est contractile.

Le théoreme I de [14] (pp. 482-483) nous dit alors que les groupes de cohomologie de
X sont isomorphes a ceux du groupe Z[%], c’est-a-dire que pour tout n € N et pour tout
groupe G, on a un isomorphisme entre H™(X, G) et H"(Z[1],G). De plus, on sait (loc. cit.
pp. 488-489) que le groupe H 2(2[%], (3) est isomorphe au groupe des extensions centrales

de Z[1] par G. Une extension centrale est la donnée d’une extension de groupe
0G5 EL2ZL] -0
ou E est un groupe avec i(G) C Z(FE), le centre de E.

Nous sommes maintenant en mesure de prouver la
Proposition 1.4.2 Le groupe H*(X,C) est trivial.

Preuve : Par ce qui précede, il suffit de montrer qu'une extension centrale E de Z[%] par
C est nécessairement triviale, i.e. isomorphe au produit cartésien C x Z[%] Soit donc E
une telle extension : .

0—>C5ESZE] —0.
Montrons que E est abélien. Soient z,y € F et a € N tels que p(z) et p(y) appartiennent
tous deux & ,%aZ = {7&,n € Z} qui est un sous-groupe de Z[%] isomorphe a Z.
L’extension F induit une extension F' := p‘l(klaZ) de klaZ par C, donc une extension de
Z par C :

0-CH5F57Z—-0

Il existe une section s : Z — F (on choisit s(1) € p"~!(1) et on pose s(n) = ns(1)
pour n € Z) donc F est produit semi-direct de Z par C, donné par o € Hom(Z, Aut(C)).
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L’extension F' étant elle aussi centrale, o = 1 est 'unique possibilité, i.e. F' est abélien (il
est isomorphe a C x Z) donc z et y commutent. Ainsi, E est abélien.

I existe des sections s : Z[z] — E. Pour construire I'une d’elles, fixons zo € p~'(1).
Comme Z[] = E/i(C), il existe 2} € p~'(1/k) tel que ka} = z + i(w) avec w € C.
On pose alors x; = z} —i(w/k) et on a kxy = xp; on définit ainsi par récurrence les
z; € p~1(1/k") vérifiant kz; 1, = z;, et notre section est donnée par s(n/k*) = nx, pour
n € Z et a € N. L’existence d’une telle section nous dit que E est isomorphe au produit
semi-direct C % Z[] donné par o € Hom(Z[], Aut(C)). Le groupe E étant abélien, on a
nécessairement o = 1, i.e. F est isomorphe au produit C x Z[%] |

Remarque 1.4.3 Le groupe H?(X,Z) n’est pas trivial ; il contient des éléments de torsion
et des éléments qui ne sont pas d’ordre fini. Le morphisme p de la preuve du lemme
ci-apres fournit un exemple d’élément de torsion, puisqu’on peut voir que p*~! admet un
logarithme (voir définition ci-dessous). Pour ce qui est des éléments qui ne sont pas
d’ordre fini, donnons-en un exemple. Considérons le groupe Z[3]. On a un isomorphisme
de groupes ¢ : Z[3]/Z[] = Z[3]/7Z et une injection i de ce groupe (le 3-groupe de Priifer)
dans S!. Alors on peut voir que p := i o ¢ n'est pas d’ordre fini dans H?(X,Z). Ainsi, le
groupe H?(X,Z) possede des éléments d’ordre infini dont I'image est nulle dans H?(X, Q),
ceci est conséquence du fait que le groupe Hy(X,Z) = Z[%] n’est pas finiment engendré
(voir [6], théoreme 4 p. 144).

Etant donnée une surface intermédiaire S et son germe associé sous la forme normale
(1.1), on définit 'indice de S comme le plus petit entier m tel que k — 1 divise ms (voir
[30]).

Il existe un feuilletage holomorphe F sur X défini par la 1-forme holomorphe w = —,

qui ne s’annule nulle part (c.f. [I12]). De fagon équivalente, les feuilles de ce feuilletage sont
les ensembles {¢ = const.}. Dans le cas ou S est d’indice 1, i.e. lorsque k — 1 divise s, il
existe un champ de vecteurs tangent a ce feuilletage qui ne s’annule nulle part, autrement
dit on a le

Lemme 1.4.4 Lorsque la surface S est d’indice 1, le fibré tangent au feuilletage T F est
holomorphiquement trivialisable.

Preuve : Pour prouver cela, nous montrons qu’il sufﬁt de considérer le champ de vecteurs
V sur X induit par le champ de vecteurs V= (P 15~ sur C x A", tangent au feuilletage
de C x A* défini par w

En effet, d'une part on remarque que X est le quotient de C x A* par G ou G = Z[%] /7
Ks 1

est le groupe formé des automorphismes de C x A* de la forme gi.(z,¢) = (26, "' +
1 skitl K™ kz —fsk‘l u ¢ ki
Z)\” . ~(P(¢M)- T P((EnQ)"))
‘
T 9 gk”C)
(el ¢)* T
pour n € N ¢ € {0,....,k" — 1} et avec epn = e . Ceci provient du fait que X est le quo-

tient de C x H, par le groupe {y"y{y™" | n, 0 € Z} = Z[;] ou Hy = {w € C | R(w) < 0},
Y(z,w) = (Aze®™ + P(e"), kw) et y(z,w) = (z,w + 2im) (voir [12], proposition 2.3 et
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section 4). On considere alors le quotient par le sous-groupe {y"7¥" ‘4™ | n,l € Z} = 7Z
ce qui nous donne bien X = (C x A*)/G.

D’autre part, un champ de vecteurs V défini sur C x A* induit un champ de vecteurs
tangent a X lorsqu’il est invariant par le groupe G, i.e. s’il vérifie :

D(gtn)..(V(2,0) = V(gin (2, 0))- (1.8)
Gk =1
Cette condition est bien vérifiée par V puisque l'on a I'égalité 5kf R CRT = = (ef.C )
Comme w(V) = 0, on a bien montré que V € HO(X, TF). I
Remarque 1.4.5 On peut montrer qu'un champ de vecteurs sur X de la forme f(z, ¢ )%

(ou f est une holomorphe ne s’annulant nulle part) existe bien si et seulement si la surface
S est d’indice 1, autrement dit on a une équivalence dans le lemme précédent. C’est une
conséquence de la condition (1.8 et le raisonnement est analogue a celui qui sera fait dans

le lemme [1.4.8

La trivialité du fibré TF entraine celle du fibré tangent T'X, ce que nous voyons a
présent.

Lemme 1.4.6 Lorsque le fibré T'F est holomorphiquement trivialisable, le fibré tangent
holomorphe T'X de X [’est aussi.

Preuve : Etant donné que nous avons une section holomorphe globale V' de T'F il nous
suffit d’exhiber un deuxieme champ de vecteurs global, linéairement indépendant de V'
en chaque point. Par définition, on peut trouver un recouvrement de X par des ouverts
U; et sur chacun d’eux un champ de vecteurs W; qui soit linéairement indépendant de V'
sur U;. Quitte a remplacer W; par W;/w(W;) on peut supposer que w(W;) = 1 sur U;, de
sorte que w(W; ;) = 0 sur U; j :== U;NUj, oul'on a posé W, ; := W, —W;. La famille (W, ;)
forme donc un cocyle de H' (X, T.F) qui est aussi un cobord par le théoreme B de Cartan.
Ainsi il existe un champ de vecteurs Z; sur chaque U; tel que Z; — Z; = W, ;. Posons
Y =W, — Z;, de sorte que Y = Y sur U; ;, i.e. les Y; se recollent en une section holo-
morphe globale de T X. Nous avons deux champs de vecteurs V et Y vérifiant wV)=0
et w(?) = 1, ce qui nous assure qu’ils sont linéairement indépendants en chaque point de
la variété étudiée. [ |

Nous voulons a présent établir un lien entre le fait que S soit d’indice 1 et la trivialité
du fibré canonique de X.
On considere la suite exacte courte 0 = Z — C — C* — 0 de faisceaux, qui donne lieu
a la suite exacte longue de cohomologie --- — HY(X,Z) — H'(X,C) —» H(X,C*) —
H*(X,Z) — H*(X,C) — ---. Toujours d’apres le théoreme I de [14], on a les isomor-
phismes
H'(X,Z) = Hom(Z|1] ,Z) =0,

H'(X,C*) 2 Hom(Z[1] ,C*) = C*

~—

et
H'(X,C) =~ Hom(Z[1],C) =C.

D’autre part le groupe H?(X, C) est trivial, d’ou1 I'on tire finalement la suite exacte courte

0— H'(X,C) S H'(X,C") 5 HX(X,Z) — 0.
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Définition 1.4.7 On dira qu’un élément p de H'(X,C*) admet un logarithme lorsqu’il
existe un morphisme p' de Z[1] dans C tel que e*™" = p.

Ainsi, I'image par ¢ d'un élément p € H'(X,C*) est triviale dans H?*(X,Z) si et
seulement si p admet un logarithme p'.

Lemme 1.4.8 Si le fibré canonique de X est holomorphiquement trivialisable, alors la
surface S est d’indice 1.

Preuve : Le fibré canonique de X est le fibré des 2-formes holomorphes sur X ; raisonnons
par I’absurde et supposons qu’il est holomorphiquement trivialisable et que la surface S
n’est pas d’indice 1. Alors il existe une 2-forme holomorphe globale sur X qui ne s’annule
nulle part. Une telle forme provient d’une 2-forme holomorphe sur le revétement C x A*
de X donnée par f(z,()dz A d( (ou f est une fonction holomorphe sur C x A* qui ne
s’annule nulle part) qui soit stable par le groupe G = {g3. | n € N,a € {0,..., k" — 1}},
i.e. vérifie ’équation
(g)" (F(z,Q)dz N dQ) = f(2,C)dz A dC

(pour tout n € N et a € {0, ..., k™ — 1}). Ceci donne la condition suivante sur la fonction
f : o kM1

TR f(2,0) = flgin(2,0)- (1.9)

Considérons I’homomorphisme de groupes

p: Z[z] — S.
2 2 (st =)

Il induit un fibré platlﬂ L, au-dessus de X, qui est holomorphiquement trivialisable si et
seulement si p admet un logarithme, puisque H'(X,0*) = H?*(X,Z) car X est de Stein.
Etant donné que la fonction f vérifie la condition 1' ci-dessus, elle définit une section
holomorphe du fibré plat L, au-dessus de X.

Ainsi pour pouvoir aboutir a une contradiction, il nous reste a voir que p n’admet pas
de logarithme (et donc qu’une telle fonction f n’existe pas).

Remarquons tout d’abord que l'application o : % ¥ 7 (7511 egt un homomor-
phisme de Z[%] dans S' qui admet un logarithme. Ainsi, p admet un logarithme si et
seulement si I'homomorphisme ¢ := p/o: 5 e =1 admet un logarithme.

Soit m 'indice de la surface S. Comme k—1 n’est pas un diviseur de s, le noyau de ¢ est
précisément mZ[%] et cet homomorphisme n’admet donc pas de logarithme. En effet, si un
tel morphisme p’ existait, sa restriction a mZ[%] serait un homomorphisme a valeurs dans
Z., nécessairement trivial. On aurait alors m.p (=) = 0, i.e. p (75) = 0 pour tout n € N.

2im

Remarque 1.4.9 On a en fait une équivalence dans le lemme précédent. Lorsque la

s

surface S est d’indice 1, on considere la forme ¢(~FTTYdz A d¢, qui trivialise le fibré
canonique.

Les trois lemmes précédents ont en particulier comme conséquence la

2. Ce fibré est la projection par rapport a la premiere coordonnée du quotient de XxC par I'action de
m1(X) sur cet espace (définie par g.(x, 2) := (g.x, p(g).z) pour g € T (X),z € X et 2z € C,ou X = Cx A*
est le revétement universel de X).
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Proposition 1.4.10 Soient S une surface intermédiaire et X = 5\15 Les trois assertions
suivantes sont équivalentes :

1. La surface S est d’indice 1,

2. Le fibré tangent au feuilletage TF de X est holomorphiquement trivialisable,

3. Le fibré tangent holomorphe TX de X est holomorphiquement trivialisable.

Preuve : Vu les lemmes et [[.4.6] il suffit de montrer que la troisitme assertion
entraine la premiére. C’est une conséquence du lemme [I.4.8] car si S n’est pas d’indice 1,
le fibré canonique de X n’est pas holomorphiquement trivialisable. Dans ce cas, le fibré
cotangent de X et donc le fibré tangent T'X ne le sont pas non plus. [ |

Remarque 1.4.11 Le probléme suivant demeure non résolu actuellement (voir [19]) : une
variété de Stein de dimension n dont le fibré tangent holomorphe est holomorphiquement
trivialisable est-elle nécessairement un domaine de Riemann au-dessus de C"? Nous ne
connaissons pas la réponse pour les surfaces de Stein que 1'on vient de considérer.



Chapitre 2

Rappels

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on effectue de brefs rappels sur des groupes de Lie particuliers, appelés
« groupes de Cousin » et les variétés toriques. Les preuves sont omises, sauf lorsqu’elles
seront utilisées par la suite.

2.2 Groupes de Cousin

Pour commencer, on rappelle les définitions et résultats essentiels concernant les groupes
de Cousin. Ces groupes sont appelés ainsi en 'honneur de Pierre Cousin qui, le premier,
a étudié ces groupes dans son article de 1910 ([8]). Pour les détails des démonstrations en
particulier, en renvoie a [IJ.

Définition 2.2.1 On appelle groupe de Cousin un groupe de Lie complexe connexe
commutatif qui n’admet pas de fonction holomorphe non constante.

Définition 2.2.2 Un réseau A C R™ est un sous-groupe discret de R™.

Proposition 2.2.3 Tout groupe de Lie complexe commutatif connexe est isomorphe au
quotient C"/A\ ou A est un réseau de C™.

Soit C™/A un groupe de Lie complexe commutatif connexe et 7 : C* — C"/A Pappli-
cation quotient. On note :

- Rp le sous-espace vectoriel réel de C" engendré par A,

- Cp := Ry + iRy,

- MCy :=Rp NiRy,

- Kj :=7m(Ry) (le sous-groupe maximal compact de C"/A) et

- Ko :=7m(MC,) (le sous-groupe maximal connexe complexe de Kjy).

Avec ces notations, on énonce les deux propositions suivantes :

Proposition 2.2.4 Soit A C C" un réseau.
1. Si le rang complexe de A, qu’on note m, est strictement inférieur a n, alors

C"/A = C™ & C™/A.

25
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2. Sim=mn et si Ky nest pas dense dans Ky, alors il existe m' < n tel que
C"/A = (C)™ & (C"™/T),

\ — / 7/
ouI' C C"™™ est un réseau de rang complexe n —m' et le sous-groupe Kor est
dense dans Kr.

Proposition 2.2.5 Soit A C C" un réseau de rang complexe n. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :
1. C"/A est un groupe de Cousin;
2. Il n'existe pas d’élément o € C™\ {0} tel que que le produit scalaire (o, \) € Z pour
tout A € A;
3. Le sous-groupe Ky a est dense dans K.

Ces propositions ont comme conséquence 'unicité dans le théoreme suivant :

Théoréme 2.2.6 (Remmert-Morimoto) Tout groupe de Lie complexe abélien conneze est
isomorphe a un produit C*x (C*)™xC ou C est un groupe de Cousin et cette décomposition
est unique a isomorphisme pres.

Notons le lemme suivant, dont la preuve est une conséquence de celle de I'implication
“3. = 1.7 de la proposition ci-dessus :

Lemme 2.2.7 Soit U un ouvert d’un groupe de Cousin C"/A qui est stable sous l’action
du sous-groupe mazimal compact Ky, alors U n’admet pas de fonction holomorphe non
constante.

Preuve : Soit 7 : C" — C"/A la projection et soit U := 7~ (U) C C™. Soit f une fonction
holomorphe sur U et soient zo € U et Zg € 7 '(xg). La fonction f est bornée sur K.z
donc f o7 est constante sur MCy + xo C Ry + xg, ce qui implique que f est constante
sur Kp.zg car C"/A est de Cousin donc Ky » est dense dans K. Finalement, f o 7 est

constante sur Ry + 7o donc aussi sur I'intersection de U et de I’espace vectoriel complexe
engendré par Ry + 7, c’est-a-dire sur U NC" = U. [

2.3 Rappels sur les variétés toriques

2.3.1 Préliminaires

Nous rappelons brievement quelques propriétés fondamentales en géométrie algébrique
qui servent a la construction des variétés toriques.

Soit C[T| = C[T}, ..., T,,] 'anneau des polynomes a n indéterminées a coefficients dans C.

Définition 2.3.1 Si A = {fi,..., -} C C[T], alors l’ensemble
V(A) = {r € C | fila) = .. = fy(x) = 0}

est l’ensemble algébrique défini par A.

Inversement, si X C C" alors l'ensemble Z(X) := {f € C[T] | fix = 0} est un idéal,
c’est l'idéal annulateur de X.

Si T est un idéal de C[T] et Iy est lidéal annulateur de V(I), alors on appelle l'anneau
Ry :=C[T]/Zy l'anneau de coordonnées de V(I).
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Si on note Z 'idéal de C[T| engendré par A, alors on a V(Z) = V(A).

Remarque 2.3.2 Soit f € Ry, alors deux polynomes g € f et ¢’ € f définissent la méme
application gy : V' — C. On peut interpréter les éléments de Ry comme les restrictions
des fonctions polynomiales de C" (et inversement). En particulier, les T; (c’est-a-dire les
classes des monomes 7T7) sont les restrictions des fonctions coordonnées, ce qui explique le
nom d’anneau de coordonnées.

Théoréme 2.3.3 (Nullstellensatz de Hilbert) Avec les notations précédentes on a l’égalité

I(V(T)) = VT pour tout idéal J de C[T].
Ce théoreme a comme corollaire

Corollaire 2.3.4 (Version faible du Nullstellensatz) Tout idéal mazximal de C[T] est de
la forme m, = C[T|(T\ — x1) + ... + C[T|(T}, — x,,) pour un unique point x = (1, ..., Ty,)
de C™ et réciproquement tout idéal de cette forme est maximal. En particulier, les idéaux
mazimauz de C[T| sont finiment engendrés.

Il existe une bijection entre les points x € C", les idéaur mazimauz m, de C[T] et les
homomorphismes d’évaluation ¢, : C[T] — C.

foo— f=)

Remarque 2.3.5 En particulier, C" est en bijection avec les homomorphismes de C-
algebres de C[T] dans C, puisque ceux-ci sont uniquement déterminés par leurs noyaux,
qui sont des idéaux maximaux.

On a également le théoreme :

Théoreme 2.3.6 Si V est un ensemble algébrique d’anneau de coordonnées Ry, alors
il existe des bijections entre V', les idéaux maximauxr de Ry et les homomorphismes de
C-algebre de Ry dans C.

Définition 2.3.7 L’ensemble des idéaux marimauzr d’un anneau R est appelé le spectre
mazimal de R et on le notera spec(R).

On peut définir une topologie sur un ensemble algébrique, la topologie de Zariski.

Définition 2.3.8 Un sous-ensemble d’un ensemble algébrique X est un fermé de Za-
riskt de X si c’est un sous-ensemble algébrique de X. Un ouvert de Zariski sera le

complémentaire d’un fermé de Zariski, et on définit une topologie sur X, appelée topo-
logie de Zariski de X.

Enfin, et pour fixer les conventions, notons les deux définitions suivantes :

Définition 2.3.9 Un semsi-groupe est un ensemble S non vide muni d’une loi interne
associative, et c’est un monotde si cette loi est commutative, posséde un élément neutre
et si tout élément est régulier par rapport a cette loi (i.e. s+ x =t + x entraine s =t
pour tous s, x et t € S, si on a noté + la loi de S).

Dans la suite, N désigne un Z-module libre de dimension finie, Ny est ’espace vectoriel
N ®7 R, Mgr désigne le dual de Ng et M désigne le Z-module dual de N, i.e. M =
Homy (N, Z).
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2.3.2 Variétés affines toriques

2.3.2.1 Cones

Les cones sont tres importants pour I’étude des variétés toriques notamment parce
qu’ils sont a la base de leur définition. Nous énongons ici quelques propriétés relativement
“classiques” des cones, souvent héritées de ’étude des ensembles convexes. On se rendra
compte par la suite que des propriétés au niveau des variétés toriques seront étroitement
liées aux propriétés des cones qui servent a les définir.

Définition 2.3.10 Un sous-ensemble o d’un espace vectoriel réel Ng de dimension n est
un come s’il est invariant par toute homothétie centrée en 0 et de rapport positif, i.e.
s’il vérifie : Vo € o, VA > 0, A.x € 0. On appelle dimension de o et on note dimo la
dimension du sous-espace vectoriel de Ng engendré par o.

Définition 2.3.11 Un cone est polyédral convexe s’il s’écrit
g = {)\11}1 + ...+ )\TUT | A17 ceey )\r 2 0},

avec vi, ..., v, € Ng, et il est dit stmplicial si les vy, ..., v, sont linéairement indépendants.
Un cone est dit satllant s’il ne contient aucun sous-espace vectoriel de Ng. Enfin, un
cone est rationnel s’il est polyédral convexe avec vy, ...,v, € N.

Exemple 2.3.12 Soit (e;, e2) la base canonique de R2. Alors les ensembles o7 = Roge; +
R-pez, 02 = Roge; et 03 = Roge; + Rao(er + 2e5) sont des cones polyédraux de Z2.

N . W

Sauf mention contraire, les cones que nous utiliserons dans la suite seront toujours
polyédraux convexes.

Définition 2.3.13 Le dual d’un céne o, noté &, est l'ensemble {u € Mg | (u,v) >
0 pour tout v € o}.

Définition 2.3.14 Une face d’un cone o est un ensemble de la forme o N u* pour un
élément u de &. Si T est une face de o, on écrira T < 0.

Remarque 2.3.15 Si 0 est un cone, c’est également une face de lui-méme (il suffit de
prendre v = 0 dans la définition). S’il est saillant, {0} en est aussi une face.

Listons maintenant quelques propriétés des cones que nous réutiliserons dans la suite.

Proposition 2.3.16 1. Si o est un cone (resp. rationnel), & est un cone (resp. ra-
tionnel).
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2. Si o est un cone, on a 0 = 0.
3. Sio =01+ 09, alors ¢ = a1 N .

Exemple 2.3.17 En reprenant les notations de 'exemple [2.3.12] (et en notant (e, €3) la
base duale de (e1,e2)) on a : 1 = Ropej + Ropel, 02 = Ropel + Reb et g3 = Roo(2ef —
e;) + R}OGZ-

Lemme 2.3.18
1. 8iT <o alors ¢ < 7. Lintersection de deux faces d’un méme cone est une face de
ce cone, et toute face d'une face d’un cone est une face de ce cone.
2. SiT=o0nNut est une face de o, alors ¥ = & + Rxo(—u).
3. SiT est une face de o, alors 5NTL est une face de & avec dim(7)+dim(eN7t) = n.

Définition 2.3.19 L’intérieur relatif d’'un cone o est l'intérieur topologique de o vu
comme sous-ensemble de l’espace affine engendré par o. On note relint(o) cet ensemble.

Théoréme 2.3.20 Soient o et o’ deux cones convexes dans un espace vectoriel Ng. Alors
relint(o) et relint(o’) sont disjoints si et seulement si il existe une forme linéaire u # 0
sur Ny telle que o soit contenu dans le demi-espace {x € Ng | u(x) >0} et o/ C {x €
Ng | u(z) <0}, et telle qu’on n'ait pas simultanément o et o’ C u™.

Il s’agit d’une conséquence du théoreme de séparation d’ensembles convexes.

Théoreme 2.3.21 Soit o un cone polyédral conveze saillant rationnel dans Nr. Alors on
a les propriétés suivantes :
i) lensemble S, := M N & est un sous-semi-groupe additif de M, contenant 0.
ii) Sy est engendré comme semi-groupe par un nombre fini d’éléments (c’est le
lemme de Gordan)
i11) le groupe engendré par S, est M tout entier
i) Sy est saturé, c’est-a-dire : Ve € N\{0}, Vm € M, sicm € S, alors m € S,
De plus, tout sous-semi-groupe additif de M wvérifiant les propriétés i) a iv) ci-dessus est
de la forme S, pour un cone o de Ng.

Les assertions i) et ii) sont conséquences immédiates des définitions. Pour les points

ii) et iii) on renvoie a [28].

Si S, est engendré par (ay,...,ax), alors les éléments w; := z% engendrent ’algebre

C[S,| := Cluq, ..., ug).

Exemple 2.3.22 Avec les notations de I'exemple [2.3.12] S,, est engendré par (e}, e}),
So, par (e}, e, —eb) et S,, par (2ef — €5, €7, ¢€5).
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Proposition 2.3.23 L’ensemble des faces d’une cone polyédral convexe o de Ny est un
ensemble fini. La plus petite face de o est o N (—o), qui est le plus grand R-sous-espace
vectoriel de Nr contenu dans o.

Lemme 2.3.24 Soit 0 un cone de dimension n (dans un espace Ng de dimension n).
Alors 0 = oo+ U ou og est un cone saillant et U est un sous-espace vectoriel de Ng, avec
dim(o) = dim(og) + dim(U). Si de plus o est rationnel, on peut choisir oy et U rationnels
(i.e. il existe une base de U formée d’éléments de N ). On notera cospan(o) := U.

2.3.2.2 Variété affine torique associée a un cone

Dans ce qui suit, tous les cones sont supposés rationnels. Soit R := C[T1, ..., T,] 'an-
neau des polynomes a 2n indéterminées a coefficients dans C, pour n un entier supérieur
ou égal a 1. Alors 'ensemble a := R(T1T,+1 — 1) + ... + R(T,, T2, — 1) est un idéal de
R. Notons z; la classe de T; modulo a (et 1 la classe de 1 modulo a). On a alors pour
i € [1,n] : 2iznps = 1, i.e. 2; est inversible pour i € [1,n], d’inverse z; ' = 2, ;.

Définition 2.3.25 On appelle polynémes de Laurent les éléments de
Clz1, - 2ns 21 o 2,7 = R/a

et on note Clz,27'] = R/a. Les polynomes de Laurent de la forme Az{*...28" pour
A1y, € Zoet X € C* sont appelés mondémes de Laurent, et on les note \z% avec

a=(o,...an) € Z".

Remarque 2.3.26 L’ensemble des monomes de Laurent unitaires (i.e. avec A = 1) est
un groupe pour la multiplication.

Lemme 2.3.27 Avec les notations précédentes, application 0 : Z" — Clz,27]
a > 2¢

est un isomorphisme de groupes entre (Z",+) et le groupe multiplicatif des monémes de

Laurent unitaires.

Définition 2.3.28 Le support d’un polynéme de Laurent f = Y N\,z% est l’ensemble
supp(f) :={a € Z™ | A\, # 0}.

On appellera algéebre monomiale un anneau de polynomes de Laurent qui est une
C-algebre engendrée par des monomes de Laurent.

Lemme 2.3.29 L’anneau R, = {f € C[z,27!] | supp(f) C o} est une algébre monomiale
engendrée par une famille finie d’éléments.
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Définition 2.3.30 Pour un cone o, le spectre maximal X, de R, est appelé la variété
affine torique (abstraite) associée au cone o.

Exemple 2.3.31 Pour le cone 0 = R" (avec N = Z" et Ng = R") on trouve R, =
Clz, 27!, qu’on peut réaliser comme l'ensemble {(z, ...,2,) € C" | Vi, z # 0} = (C*)".
On appelle cet ensemble le tore (complexe) de dimension n.

Définition 2.3.32 On munit le tore (C*)" d’une loi de groupe, a savoir le produit com-
posante par composante.

Le lemme suivant nous sera utile a plusieurs reprises, toujours dans l'idée d’utiliser la
correspondance entre points de C" et homomorphismes de C-algebres (remarque [2.3.5)).

Lemme 2.3.33 Soit r = dim N. Les groupes Ty := Homgz(M,C*) et (C*)" sont iso-
morphes.

Théoréme 2.3.34 Soit o un cone dans R™ et A = (ay,...,ax) un systeme de générateurs
du monoide c NZ"™. La variété affine torique abstraite X, est réalisée comme variété algé-
brique par V(aa) dans C*, ot ay est un idéal (dépendant de A) de C[T1, ..., T}], engendré
par un nombre fini d’éléments de la forme TV — TH.

Remarque 2.3.35 Si on prend le cone dual &, on remarque que Rs; = C[S,].

Nous avons vu que I'ensemble V' (a4) est en bijection avec I'ensemble des idéaux maxi-
maux m de 'anneau C[T] qui contiennent a4 et aussi avec 'ensemble des idéaux m/a, de
I'anneau R,, qui est 'anneau de coordonnées Ry (q,). Ainsi les générateurs uy, ..., uj, de R,
sont les fonctions coordonnées de X, dans C*. Un point z = (x4, ..., 7;) € C* appartient
a V(ays), donc a la réalisation géométrique de X,, si et seulement si x vérifie P(z) = 0
pour chaque générateur P de a4, dont on a donné la forme.

Remarque 2.3.36 Nous verrons (lemme [2.3.40)) qu’a isomorphisme torique pres (voir la
définition un peu plus loin), la réalisation géométrique de X, est en fait indépendante du
choix des générateurs de o N Z", i.e. indépendante de A.

Exemple 2.3.37 Donnons quelques exemples dans R?. Soit (ey, es) la base canonique de
R2.

«) Considérons le cone o = pos({e1,e2}) = Rspe; + Ropey dans Z2. Le monoide o N Z?
est engendré par A = (e1,e3), et ces deux vecteurs sont linéairement indépendants, donc
as =0, et V(ay) (“=X,) = C%

) Regardons maintenant le cone o = R-ge; + Rey. Le monoide o N Z? est engendré par
A= (61,62, —62), donc ay = <T2T3—1> et V(ClA) = {(21,22,23) S CS | ZoZ3 = 1} ~ CxC~.
v) Enfin, si 0 = Ry(2e1 — e3) + Rogeq, on prend A = (e, eq,2e1 — e3) et 1'idéal ay est
(TE —TyT3), don V(aa) = {(21, 22, 23) € C3 | 2 = 2323}

) Pour illustrer la remarque précédente, considérons enfin a nouveau le cone o = Ry pe; +
R-pes et choisissons A = (eq, g, €1 + €2) comme systeme de générateurs. Dans ce cas, on
trouve aq = (T1Ty — T3) et V(aa) = {(21, 22, 23) € C? | 2120 = 23} qui est isomorphe a C?
via application (21, 20) = (21, 22, 2122) d’inverse (21, 22, 23) = (21, 22).

Avant de continuer, énoncons le théoreme suivant, qui nous dit que tout variété affine
torique de dimension n contient le tore (C*)™ comme sous-ensemble ouvert et qu’il agit de
facon naturelle sur cette variété. Cette action est tres importante, et nous y reviendrons
un peu plus tard.
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Théoreme 2.3.38 Soit A = (ay, ..., a,) un systéeme de générateurs du monoide o NZ" et
posons V="V (aa) (et T = (C*)"). Alors :
i) Uapplication vy : T — V est une bijection entre T et le sous-
(b, s tn) —> (E90 . 19%)
ensemble ouvert V.0 (C*)* de V.
ii) pour tout x € V et tout t € T, le point t.x := (" xq, ..., t%xy) appartient a V.

Définition 2.3.39 Soit ® : Ck — C™ une application monomiale (i.e. chaque composante
non nulle de ®(x) est un monéme en les coordonnées de ) et soient X, C C* et X, C C™
deuz variétés affines toriques. Si ®(X,) C Xy, alors la restriction ¢ de ® a X, est un
morphisme (de variétés algébriques), qu’on appelle un morphisme affine torique. Si ¢
est bijective d’inverse un morphisme affine torique, on dit que ¢ est un isomorphisme
affine torique, et on dit que X, et X, sont isomorphes. Si o = o', on appelle p un
changement de coordonnées.

Remarquons qu’un morphisme torique est continu (et méme holomorphe) pour la
topologie induite par ’espace ambiant, puisque ses coordonnées sont polynomiales. En
particulier, deux variétés affines toriques isomorphes sont homéomorphes (et méme biho-
lomorphes).

Lemme 2.3.40 Soient R, = Cluy, ...,u] = C[¢]/a et R, = Clvy,...,v] = Cln]/d’ deux
représentations de R, comme anneau de coordonnées (sur deux réalisations géométriques
de X, ), alors il existe un changement de coordonnées entre (uq,...ux) et (vy,...,ve), qui
rend isomorphes (au sens de la définition précédente) les deux réalisations géométriques

de X,.

Remarque 2.3.41 Dorénavant, on appellera “variété affine torique” toute réalisation
d’une variété affine torique abstraite X, et on la notera également X, .

Remarque 2.3.42 On a une propriété analogue a celle énoncée dans le lemme précédent
pour les morphismes toriques, a savoir qu’un morphisme torique entre deux variétés affines
toriques ¢ : X, — X, détermine de fagon unique un homomorphisme monomial ¢* :
R, — R,.

Enfin nous avons un théoreme que nous réutiliserons au moment de I’'étude des singu-
larités des variétés toriques :

Théoreme 2.3.43 Soit o un cone rationnel de dimension n dans R™. On décompose
o =00+ U (lemme|2.3.24)), et on pose d :==n — dim(oy). Alors la variété torique affine

X, a la structure de produit cartésien suivante : X, = X,, x (C*); en particulier si o

est régqulier (déf. alors X, = C"~ x (C*)".

Remarque 2.3.44 En utilisant ce théoreme, on retrouve bien les résultats obtenus a

I’exemple [2.3.37]

2.3.3 Variété torique associée a un éventail

Pour construire une variété torique, nous allons recoller des variétés affines toriques.
Pour ce faire, il nous faut une notion supplémentaire, celle d’éventail. Ici encore, N désigne
un Z-module libre de rang n fini. Rappelons qu’on note S, = M N &.
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Définition 2.3.45 Un ensemble (non vide) A de cones polyédraur convexes rationnels
saillants dans Ngr est un éventail de N s’il vérifie les deux propriétés suivantes :

1. toute face d’un cone de A est élément de A

2. Uintersection de deuz cones de A est une face commune de ces cones

Exemple 2.3.46 L’ensemble des faces d’un cone est un éventail.

Y ¥

Des éventails dans R?

Remarque 2.3.47 Soulignons ici qu’on ne demande pas qu’'un éventail compte nécessai-
rement un nombre fini de cones, comme c’était le cas a l'origine (voir [24] par exemple).

Définition 2.3.48 On appelle support d’un éventail A de N [’ensemble U o, qu’on

cEA
note |A|. Un éventail est dit complet si son support est Ng tout entier et simplicial si

tous ses cones sont simpliciau.

Le principe de construction est le suivant. On se donne un éventail A, et on considere
la variété X associée au dual de chaque cone o de ’éventail. Le fait que les cones soient
saillants assure que leurs cones duaux sont tous de méme dimension n. Si 7 est une face
de o, alors ¢ est une face de 7. L’inclusion canonique ¢, , : 5 — R; induit un morphisme
torique ¢, : Xz — X (voir la remarque . La restriction de cette application
au tore inclus dans chacune des deux variétés est un isomorphisme (c’est I’application
(21, ooy Thy Tpoy1) = (21, .oy 71) de (C*)FHT dans (C*)*). Nous voulons montrer que ¢, est
injective et ouverte, ce qui nous permettra de “recoller” deux variétés affines toriques Xz
et Xz le long de 'ouvert correspondant a la face commune 7 := o No’.

Pour montrer qu’il s’agit bien d’une application ouverte, prenons m dans & tel que
7 = o Nmt (cest la définition d’une face). Ainsi (lemme 7 =+ Reo(—m),
ce qui donne S, = S, + Z>o(—m). Le monoide S, est donc obtenu a partir de S, en
lui adjoignant un générateur, —m. Choisissons une famille (ay, ..., a;) génératrice de S, ;
quitte a ajouter un élément a cette famille, on peut supposer que m = aj. Le monoide
S, est engendré par la famille (ay, ..., ag, axy1) avec ax; = —m. Les relations entre ces
générateurs sont donc : d'une part, les relations entre les générateurs aq, ..., a; et la relation
supplémentaire a; + ary1 = 0 d’autre part. Cela se traduit dans Ry = Cluy, ..., ug] et
R: = Cluy, ..., ug, ur+1] par la relation supplémentaire ugug,; = 1 dans R;. Comme les
u; sont les fonctions coordonnées sur Xz et X;, cela signifie que 'application pgiq :

Ck+1 — CF identifie X; a 'ouvert {uy # 0} de Xj.

(1, ooy Ty Tpy1) — (X1, e, T)

Avec les notations précédentes, on a montré :

Lemme 2.3.49 X; = X;\{u; =0}
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Ainsi, étant donnés deux cones o, ¢’ ayant une face commune 7, si on note (vy, ..., vy)
un systéme de coordonnées sur X/, on a deux isomorphismes X; = X;\{uy = 0} et
X5 = X5 \{ve = 0} qui donnent un isomorphisme ¢, . : Xz\{ur = 0} = X5 \{v, = 0}.

Définition 2.3.50 Soit A un éventail de N. La variété torique associée a A, notée

Xan (ou Xa quand il n’y a pas d’ambiguité sur N ), est le quotient de l’ensemble |_| X5
ocEA
pour la relation qui identifie deux points x € X et &' € Xz lorsque ¢, . (x) = 2.

On munit chaque X; de la topologie induite par C" (dite “complexe”) et Xa de la
topologie quotient. En particulier, les (quotients de) X5 sont des ouverts de Xa.

Théoreme 2.3.51 Soit A un éventail. La variété torique Xa associée est séparée.

Exemple 2.3.52 L’espace projectif P!(C) : on considere I'éventail A = {7y,{0}, 02} dans
R, ou €1 = 1, o1 = R>0€1 et 09 = R>0<—€1).

gy Qo1

On trouve R, = C[z], Rs, = C[z7!] et R = Clz, z71.0naX; 2C, X5, @C
et X = C*. Llisomorphisme entre Xz \{z = 0} et X5,\{z7! = 0} est donné par
¢(z) = 271. La variété obtenue est donc le quotient de CUC = C x {1, 2} par la relation
d’équivalence qui identifie (z,1) a (1/z,2) lorsque x # 0. Notons cl(z, 1) la classe de (z, 1)
pour cette relation d’équivalence. Pour voir que X est bien la droite projective complexe,
on regarde 'application

fI Xa — IP’l((C)
c(z,i) {[13”]

qui est un homéomorphisme.

Exemple 2.3.53 Regardons P'éventail A := {0, 7,{0}} dans R? avec 0 = Rope; et 7 =
R}OGQ.

Y

B

On a Ry = Clzy, 29,2, '] et R: = C[z1, 21", 22). L'isomorphisme entre X;\{z; = 0} et
X:\{z2 = 0} est donné par p(z1, 22) = (21, 22). La variété X est obtenue en recollant
Xs 2 C xC*et Xz 2 C* xC le long de leur ouvert commun C* x C*. Ainsi Xa est le
quotient de (C x C*) U (C* x C) par la relation d’équivalence qui identifie (21, 22) € C x C*
avec (z1,29) € C* x C, i.e. c’est (C* x C*) U ({0} x C) U (C x {0}) = C*\{(0,0)}.
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Exemple 2.3.54 On obtient la variété P}(C) x P!(C) avec I'éventail A engendré par
les cones 01 = Rype; + Rogen, 00 = Ropes + Rog(—e1), 03 = Rog(—e1) + Rog(—e2), et
04 = Rgo(—eg) + R>0€1.

Exemple 2.3.55 On construit la surface Hirzebruch H,, pour k € Z en considérant
I’éventail engendré par les cones o1 = Roge; + Roges, 09 = Ropey + Rog(—ey), 03 =
Roo(—e1) + Rog(ker — e2) et 04 = Ryg(ke; — e2) + Ropeg. Clest une hypersurface de
PYH(C) x P%(C) = {([no, m], [Co, C1, &]) } donnée par Péquation nE¢y = n¥¢;.

02/\01 02/‘\01
TUINNNN NN
} O'/ 03 04/
3\‘/ 4

L’éventail de P!(C) x P}(C)... ... et celui de Hy,.

Exemple 2.3.56 On obtient I'espace P"(C) en considérant la variété torique associée a
I’éventail formé des cones g = Rope;+...+Rogey,, et 0, = Roper +...+Rope; 1 +Ropeirg +
.+ Rope, + Rop(—(e1 + ... + €,)) et de leurs faces.

Lemme 2.3.57 Chaque variété affine torique Xs contient le tore T' comme ensemble
ouvert dense, pour la topologie usuelle ou la topologie de Zariski.

De plus, tous ces tores plongés sont identifiés via les applications de recollement. Par
conséquent, on a le lemme suivant, toujours dans le cas d’un éventail A de (N =)Z" :

Lemme 2.3.58 Il existe une injection ouverte du tore T dans Xa, et T (identifié a son
image) est dense dans Xn.

2.3.4 Action du tore

Soit o un cone saillant dans R™ (de sorte que & est de dimension n) et soit A =
(ay, ..., ax) un systeme de générateurs de S,. Le choix de A détermine une réalisation géo-
métrique V de X comme sous-variété algébrique de C*, et on sait (théoreme [2.3.38)) que
I'application de (C*)" dans C* qui & t associe (t%,...,t%) est une bijection entre (C*)"
et I'ouvert dense V N (C*)* de V. On sait également (encore par le théoréme [2.3.38)) que
pour tout élément t € (C*)" et tout z = (z1,...,xx) € V,on at.x := (t"xy, ..., t%xy) € V.
L’application de (C*)" x V' — V qui a (z,t) associe t.x définit donc une action du groupe
(C*)™ sur V, qui étend 'action naturelle du groupe (C*)" sur lui-méme. Le tore plongé
V N (C*)* est une orbite pour cette action, on appelle la “grande” orbite.

Cette action est indépendante du choix de A. En effet, si (uq,...,ux) et (vq,...,vp) sont
deux systémes de coordonnées de deux réalisations V et V' de X correspondant a deux
systemes de générateurs de S,, il existe un isomorphisme torique ¢ : V. — V' (avec

_ aj,1 Qj,k
’Uj = )\jul Uk )
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Alors on voit que pour tout = = (z1,...,xx) € V, si on note p(z) = (y1,...,y¢) € V', pour
tout t € (C*)", la i-eme coordonnée de (1M xy, ..., t%xy) est \t@@ilpl™! | ik ok =
t%1y;, i.e. finalement on trouve @(t®xy, ..., t%xy) = (t%yy, ..., t%y,), c’est-a-dire p(t.z) =
t.p(z).

Théoreme 2.3.59 Avec les notations précédentes, 'application

TxXs — X;
(t,x) +—— tax:=(t"xq,...,t%xy)

définit une action du tore sur la variété affine torique Xs, appelée action naturelle du
tore. FElle étend l'action du tore sur lui-méme. Le tore plongé est une orbite pour cette
action, c’est la grande orbite.

Théoréme 2.3.60 Soit A un éventail dans R™. L’action naturelle du tore sur chaque
variété affine torique Xs pour o € A est compatible avec les applications de recollement
et fournit ainsi une action (encore appelée “naturelle”) du tore sur la variété torique Xa.
Encore une fois, cette action étend celle du tore sur lui-méme, et le tore plongé est une
orbite pour cette action, encore appelée la grande orbite.

De plus, pour les deux topologies dont on a muni Xa, laction du tore est continue, la
grande orbite est un sous-ensemble ouvert, dense.

2.3.5 Premieres propriétés des variétés toriques

Rappelons que nous avons une correspondance
C* + spec C[¢] +» Home a1, (C[¢], C)

Ainsi, chaque point x = (1, ..., 2,,) correspond & un (unique) idéal maximal m, de C[¢] et
a un unique homomorphisme d’algebres ¢ : C[¢] — C tel que ker ¢ = m,, c’est-a-dire que
©(P) = P(z). De plus, pour un cone o donné, le spectre maximal spec C[S,] = spec R
est en bijection avec I’ensemble Homs , (S,, C) des homomorphismes de semi-groupes de
S, dans C (ou I'on voit C comme un semi-groupe pour la multiplication). Dans ce cas, si
¢ € Homg , (S,,C) le point = € X correspondant vérifie p(a) = 2*(x) pour tout a € S,.
En particulier, si (ai,...,ax) est une famille génératrice de S,, alors ¢(a;) est la i-eme
coordonnée de z.

Définition 2.3.61 Soit 0 un cone et X5 la variété affine torique associée a son cone dual.
A chaque face T de o correspond un point noté x., appelé point distingué, correspondant
a l’homomorphisme de semi-groupes suivant, défini sur les générateurs a de S, par :

(a) _ 1 siaett
PrY =90 sinon

Définition 2.3.62 Soient o un cone et T une face de celui-ci. Alors 'orbite du point
distingué x. pour l'action du tore sur Xs est notée orb(r).

On a le théoreme suivant (une preuve figure dans [28]), qui caractérise les orbites d'une
variété torique sous ’action du tore :
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Théoreme 2.3.63 Soit A un éventail et XA la variété torique associée. Chaque orbite
de Xa sous laction de T est de la forme orb(c) pour un certain o € A, et A est en
bijection avec l’ensemble des orbites de Xa pour cette action. De plus, on a :
Z) OI‘b({O}) = U{O} = TN
i) Pour tout o € A, dimorb(c) = dim Ng — dim o et orb(o) & (C*)dim Ne—dimo
iii) Pour o,7 € A, T est une face de o si et seulement si orb(o) C orb(7)
i) Pour o € A, orb(o) est l'unique orbite fermée pour l'action de Ty dans X5 et on

a X5 = |_| orb(7)

T<0O

Remarque 2.3.64 En particulier, un point fixe de XA pour ’action du tore correspond
a un cone de dimension n (et réciproquement).

Exemple 2.3.65 L’espace projectif P?(C) (vu comme variété torique, voir l'exemple
2.3.56|) est ainsi constitué de 7 orbites sous l'action du tore : la grande orbite, trois orbites
homéomorphes a C*, correspondant aux trois cones de dimension 1, et trois points fixes,
correspondant aux trois cones de dimension 2.

Théoreme 2.3.66 Soit A un éventail d’un R-espace vectoriel Ng de dimension n, et X
la variété torique associée. Alors X est compacte si et seulement si A est fini et complet.

Théoreme 2.3.67 Soit A un éventail dans N. Le groupe fondamental de la variété torique
associée X est canoniquement isomorphe a N/N' ot N' est le sous-groupe de N engendré
par U cNN.

cEA
Définition 2.3.68 Un cone est dit régulier s’il existe une Z-base {ny,...,n,} de N et
s < r tel que 0 = Roong + ... + Rogns. Si tous les cones d’un éventail sont réguliers, on
dit également que [’éventail est réqulier.

Définition 2.3.69 Un point x € X est dit singulier si pour un certain o € A avec
1 € Xz, on n'a pas X5 = CF x (C*)"* pour un certain k. La variété Xa est lisse si elle
n’a pas de point singulier.

Remarquons que si z est singulier, alors tous les points de I'orbite de ce point sous
I’action du tore sont singuliers.

Théoreme 2.3.70 La variété torique XA associée a un éventail A dans un réseau N est
lisse si et seulement si [’éventail A est régulier. Dans ce cas, l’adhérence de chaque orbite
orb(o) (sous laction du tore) est également lisse.

La condition suffisante est une conséquence du théoreme[2.3.43| La condition nécessaire
est prouvée dans [28)].

Exemple 2.3.71 Par exemple, la surface de Hirzebruch H; (pour |k| > 1) n’est pas lisse.

2.3.6 Morphismes toriques

Théoréme 2.3.72 Soient A un éventail de R™ et A" un éventail de R", et soit Ly :
R™ — R" wune application linéaire qui envoie Z" dans 7", et qui induise une ap-
plication entre éventails L : A — A" (ie. telle que Yo € A, o' € A" vérifiant
L(o) C o'). Alors L s’étend de fagon naturelle en une application ¢ : Xn — Xa

dont la restriction a chaque X5 est un morphisme affine torique. En particulier, cette ap-
plication est continue pour la topologie de Zariski et holomorphe pour la topologie standard

de XA et XA/
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Définition 2.3.73 On appelle yb un morphisme torique et L une application entre
éventails.

Théoréme 2.3.74 Soit L : A" — A une application entre éventails. Le morphisme torique
associé est propre si et seulement si pour tout o € A, l'ensemble Al := {o" € A’ | L(¢") C

o} est fini et L7 (o) = |ALJ.

Ce théoreme est démontré dans [28]. On peut le voir comme une généralisation du

théoreme [2.3.661

2.3.7 Sous-variétés d’une variété torique

Soient A C R™ un éventail, X la variété torique associée a cet éventail et ¢ € A un
cone. Nous pouvons décrire I’ensemble orb(c) comme variété torique ; en effet, on obtient
son éventail de la facon suivante : on note A’ 'ensemble des cones de A qui contiennent
o comme face (en particulier o € A’), puis on projette A’ par le plus petit sous-espace
vectoriel de R™ qui contient o. On obtient alors un éventail qu’on note ¥ et Xy, = orb(o).




Chapitre 3
Variétés a coins généralisées

3.1 Introduction

La définition principale de cette section (la variété a coins d’un éventail et sa topologie)
est une définition de base dans la théorie des variétés toriques (voir le chapitre , ou encore
[2] et [28] par exemple). Ici nous étendons cette définition a un éventail en omettant la
condition de rationalité, c¢’est-a-dire que les vecteurs engendrant les cones avec lesquels
on travaille ne sont pas nécessairement situés dans un réseau d’un espace vectoriel. Nous
allons également donner des propriétés basiques de la topologie de la variété a coins
associée a un éventail, propriétés qui se révéleront utiles dans les chapitres suivants.

3.2 La variété a coins d’un éventail

3.2.1 Définition de la variété a coins associée a un éventail

Soit Ng un espace vectoriel réel de dimension n. On rappelle que les définitions de
cone et d’éventail dans Ny (voir la section en omettant la condition de rationnalité
sont toujours valides.

Soit A un éventail de Ng. Pour chaque cone o € A, L(0) est le sous-espace vectoriel
de Ny engendré par o et on notera N n’importe quel supplémentaire de L(o) dans Ng
(c'est-a-dire Ng = NZ @ L(0)). Soit (x,)nen une suite de points de Ng et écrivons la
décomposition x,, =y, + 2z, € N§ & L(o) pour tout n € N.

Définition 3.2.1 Etant donné un éventail A, on appelle N'a l'ensemble des suites (,,)nen
de points de Ny telles qu’il existe un cone o((Tn)nen) € A vérifiant :
- 4l existe un point y € Ng tel que lim y, =y et
n—o0

- pour tout w € L(0), il existe un entier p tel que z, € w + o pour tout n = p.
A ce stade, nous pouvons formuler deux remarques :

Remarque 3.2.2 L’ensemble N est bien défini, ¢’est-a-dire que sa définition ne dépend
pas du choix d'un sous-espace supplémentaire NZ de L(o) pour chaque o € A. En effet,
étant donné un cone o, soient Vg et NH/{ deux espaces supplémentaires de L(o). Ecrivons
les deux décompositions z,, = y, + 2, € N ® L(0) et z, = v, + 2, € N ® L(0) pour une
suite (z,,)neny de Ng. Un calcul direct montre que si les suites (Y, )nen €t (2 )nen satisfont
aux conditions de la définition précédente, alors (y.,)nen €t (2 )nen les vérifient également.

39
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Remarque 3.2.3 Si (2,).en € Na est une suite bornée de Ng, alors nécessairement
o((xn)nen) = {0}.

Le lemme qui suit montre 'unicité de o € A satisfaisant aux conditions de la définition
précédente.

Lemme 3.2.4 Soit (x,)nen € Na. Alors, le cone o((x,)nen) est unique.

Preuve : Supposons qu'il existe deux cones distincts o, 0’ € A qui vérifient tous les deux
les conditions de la définition [3.2.1l Leur intersection 7 est une face de chacun de ces deux
cones et on peut supposer que c¢’est une face propre d’au moins I'un d’entre eux, disons
T # o, car sinon 7 = 0 = ¢’ et on a terminé.

Ecrivons les deux décompositions z,, = y,+2, = y,,+=z,, pour tout n € N correspondant
a o et ¢’ respectivement. La condition sur la suite (z,)n,en pour o signifie que (¥ )nen
converge, ainsi elle est bornée ; par conséquent, il existe un ensemble compact K, et un
entier p tel que la suite (x,,),en soit & valeurs dans K, + o pour n > p; de méme, il existe
un ensemble compact K, et un entier p’ tel que les éléments de la suite (x,,),en S0it tous
situés dans K, + o’ dés que n > p/.

Ainsi, il existe un compact K tel que tous les éléments de (z,)nen soient (pour
n > max(p,p’)) dans Uintersection de K 4o et K + ¢’. Choisissons w dans un supplémen-
taire V de L(7) dans L(o) tel que les ensembles w + o et ¢’ aient une intersection vide.
C’est toujours possible puisque 7 est une face propre de o, donc dim L(7) +1 < dim L(0).
A présent, choisissons A > 0 assez grand pour que les ensembles K + \w + o et K + o’
alent aussi une intersection vide. Par définition de N4, il existe un entier p” tel que les
éléments de (x,)en soient aussi tous dans K + Aw + o et K + ¢’ pour n > p”. C’est une
contradiction. |

A présent on définit une relation d’équivalence sur Na. En conservant les notations
précédentes, on donne la définition suivante :

Définition 3.2.5 Deuz suites (x,)nen et (2))nen dans Na sont équivalentes lorsque
0((zp)nen) = o((2)))nen) ety —y' € L(o). Dans ce cas, nous écrirons (Tn)nen ~ (Z,)nen
et on notera y + 0o - o la classe d’équivalence de (xy,)nen-

La variété a coins de A est le quotient de Na par cette relation d’équivalence. On note
Mc(A) cet espace.

A chaque = € Ny et chaque cone o € A, on associe un élément de Mc(A), noté
x4 00 - 0. Clest la classe d’équivalence de toute suite (z,,)n,en € Na telle que y = p(x) ol
p(z) est la projection de x sur un sous-espace supplémentaire de L(o).

On utilisera les conventions z +o00- {0} = x et x+00-0 = 2’ 4+ 00 -0 pour deux points
z,x' € Ng avec x — a2’ € L(0).

Remarque 3.2.6 L’espace vectoriel Ni est un sous-ensemble de la variété a coins de
A. Pour x € Ng, on considére simplement la suite constante (z,)nen avec x, = x. On
note encore Ng l'image de Ng dans Mc(A) = Na/ ~ et on spécifiera Ng C Mc(A) si
nécessaire. Remarquons que tout cone o, vu comme sous-ensemble de Ny, est alors aussi
un sous-ensemble de Mc(A).

Remarque 3.2.7 Comme on peut s’y attendre, si A est un éventail rationnel et X est
la variété torique associée, 'ensemble Mc(A) est homéomorphe au quotient XA /(S')",
i.e. la variété a coins de Xa. Pour ce fait, on renvoie a [2], section I.1.
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,

3.2.2 La topologie d’une variété a coins

A présent que nous avons défini la variété a coins associée a un éventail dans notre cadre,
nous munissons cet espace d’une topologie et nous démontrons ensuite quelques proprié-
tés de cette topologie que nous utiliserons par la suite. Certaines de ces propriétés ont un
énoncé tres proche de ce que I'on connait déja pour les variétés toriques : par exemple, il
existe une action (naturelle) de Ng sur la variété a coins d’'un éventail qui étend I’action
de Ng sur lui-méme et cette variété a coins est compacte si et seulement si ’éventail
considéré est fini et complet.

Comme précédemment, on fixe un éventail A (non nécessairement rationnel) d'un
espace vectoriel réel Ng.

Définition 3.2.8 On munit Mc(A) d’une topologie de la facon suivante : une base de
voisinages d’un point y 4+ oo - 0 € Mc(A) est la collection des ensembles

Uew(y +00-0) := U(y—l—w+B€+a+oo~7-),
70

pour e >0 et w € L(o) (B désigne la boule ouverte de rayon € centrée en 0 dans Ng).

La figure représente un éventail A = {{0}, 7,7, 7,0} de R?, la variété a coins
associée et le voisinage de I'un des points de cette variété a coins.

O+o0c0-0

FIGURE 3.1 — Un éventail et sa variété a coins

Lemme 3.2.9 L’espace Mc(A) posséde une action continue naturelle de Ng qui étend
laction de Ng sur lui-méme.
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Preuve : Soit y + 00 -0 € Mc(A) (ce point étant y si 0 = {0} ou 0+ 0o - o si o est de
dimension n) et * € Ng. Posons

r.(y+oo-0):=p(r)+y+o0-o,

ou p(z) est la projection de x sur le sous-espace vectoriel Ng. Cette action est clairement
continue. [

Le lemme suivant est clair et c’est encore une fois ’analogue du cas d’une variété
torique :

Lemme 3.2.10 L’espace Mc(A) se décompose comme réunion d’orbites sous l'action de
Ny et chaque orbite est de la forme Ng + 0o - o pour un cone o € A.

Remarque 3.2.11 Soient (z,)nen un élément de N et y + 0o - o sa classe d’équivalence
dans Mc(A). 11 est aisé de remarquer que si l'on considére (z,),ey comme une suite de
points dans Mc(A), alors elle converge vers y + oo - 0.

Lemme 3.2.12 Soit 0 un cone d’un éventail A. Alors l'adhérence S de o C Mc(A) dans
Mc(A) est un compact.

Preuve : On considére une suite d’éléments de S, notée (x,)nen. Appelons § :== S\ o
et écrivons S comme 1'union disjointe S = ¢ LU S. Nous pouvons distinguer deux cas.

«) En premier lieu, supposons que la suite (z,),eny possede une infinité d’éléments
dans 0. Apres une éventuelle extraction de sous-suite, nous pouvons supposer que la suite
(Zn)nen a tous ses termes dans cet ensemble. Alors, ou bien la suite (z,),en est bornée
et on a terminé, ou bien elle n’est pas bornée. Dans ce cas, aprés une autre extraction
de sous-suite si nécessaire, on peut supposer que (||, ||)nen est strictement croissante, ot
|| - || est une norme sur Ng. Notons 71, ..., 7. une famille de vecteurs générateurs de o, et
écrivons pour tout n € N :

Tp = T10T1L + oo + Ty T (3.1)

Remarquons que cette décomposition n’est pas nécessairement unique (en fait ce n’est
le cas que lorsque o est simplicial). Puisque la suite (z,)neny n’est pas bornée, I'une au
moins des suites (x;,)nen (pour @ € {1,...,r}) est également non bornée. Supposons
(pour simplifier I'écriture) que les j premieres suites (21, )nen, -, (Zjn)nen sont bornées
et que les r — j dernieres (Zj41n)nens -, (Trn)neny e le sont pas. Considérons le cone
engendré par Tjii,...,7,. On appelle ce cone x s’il s’agit d'une face propre de o, sinon
on pose k := 0. La suite (z1,)nen est bornée donc admet une sous-suite convergente,
disons (#1,(n))nen. De la méme fagon, la suite (22,(n))nen est bornée, donc on peut en
extraire une sous-suite convergente, et ainsi de suite. Apres avoir extrait des sous-suites
un nombre fini de fois, on peut ainsi supposer que (21,,)nen, ---, (Tjn)nen SONt convergentes
et que (T;41n)nen, - (Trn)nen sont strictement croissantes.

Posons y,, = 7r(x17n7'1 + ...+ IjﬂTj) pour tout n € N ou 7 est la projection sur un
supplémentaire N de L(k) et notons y la limite de cette suite. Remarquons que si k = o,
on a y, = 0 pour tout n € N. Ecrivons, pour tout n € N, z,, = y,, + z, with 2z, = z,, — y,,.
On voit que pour chaque n € N, z,, € L(k) ainsi la suite (z,)nen est un élément de Na.
En effet, la suite (y,).en est convergente, a valeurs dans un supplémentaire N de L(k)
et la suite (z,)nen vérifie, pour tout w € L(k), l'existence d’un rang p tel que pour tout



3.2. LA VARIETE A COINS D’'UN EVENTAIL 43

n = p, on ait z, € w+ k. Le lemme nous dit que k est unique, ainsi le fait que la
décomposition ci-dessus ne soit pas unique est sans conséquence sur notre raisonne-
ment. D’apres la remarque , nous avons démontré que la suite (x,),en admet une
sous-suite convergente de limite y + 00 -k € S.

B) A présent, supposons que (Zn)nen ait une infinité de termes dans S. Comme pré-
cédemment, apres une éventuelle extraction de sous-suite, on peut supposer que tous les
termes de la suite (x,,),en se trouvent dans S. De la partie «) de la preuve nous déduisons
que chaque élément de S est de la forme 7(y)+ oo -k ol y € 0, k est une face de o et 7 est
la projection sur un supplémentaire N de L(x) (en particulier, y = 0 si k = o). Puisque
o ne possede qu'un nombre fini de faces, apres une éventuelle extraction de sous-suite si
nécessaire, on peut supposer qu’il y a une unique face k de o telle que pour tout n € N,
on ait z,, = y, + 00 -k avec y,, € (o). Si Kk = o, la suite est constante donc le résultat est
démontré. A présent, supposons que k soit une face propre de 0. Comme précédemment,
on note 7y, ..., 7, une famille de générateurs de o, la face x étant engendrée sur R, par
Tj+1, ..., Tr. Nous utilisons & présent le méme raisonnement que dans la partie «), cette
fois-ci appliqué a la la suite

Un = YinT(T1) + ... +yjum(T))

(remarquons que puisque k est une face de o, 7(0) est un cone de Nf). Comme pré-
cédemment, il existe un entier ¢ € {1,...,5 + 1} tel que les suites (Y15 )nens - (Yon)nen
soient convergentes (aucune d’entre elles n’étant convergente si £ = j 4 1 par convention),
(Ye1.n)nen, - (Yjn)nen sont strictement croissantes et on voit que (z,,)nen converge dans
Mec(A) vers un point y' + oo - k' ou K’ est ou bien la face propre de o engendrée par
T¢y ..., Tr, OU bien le cone o lui-méme (et x est une face de ' dans chaque cas). Ceci ter-
mine la preuve. u

Nous démontrons a présent la proposition suivante, qui étend simplement ce que 'on
connait déja dans le cas d’une variété torique :

Proposition 3.2.13 La variété a coins associée a un éventail A de Ny est compacte si
et seulement si A est fini et complet.

Preuve : Si I'on suppose que A est fini et complet, le résultat est une conséquence du
lemme B.2.12

Supposons a présent que Mc(A) soit compacte. D’abord, supposons que A ne soit pas
fini et fixons une suite (z,,),eny de points de Mc(A) avec z,, € Ng + 00 - 0, et 0, # 0,
pour n # p. La définition de la topologie de Mc(A) nous dit que si une sous-suite de
(n)nen était convergente, alors une sous-suite de (0,),en deviendrait constante a partir
d’'un certain rang, une contradiction.

A présent que nous savons que A est fini, supposons qu’il ne soit pas complet. Il existe
alors un vecteur v € Ny tel que l'on ait Rygv C Ng \ |A|. Nous pouvons affirmer que
la suite (nv),en ne possede aucune sous-suite convergente dans Mc(A). Si ¢’était le cas,
sa limite serait un élément de Mc(A) \ Ng, i.e. il existerait o € A et y € N tels que

lirf nv =y + oo - 0. La définition de la topologie nous dit que pour tout € > 0, il existe
n—-+0oo

un entier p tel que pour n > p, nv € U(y+Bg+0—|—oo-T),i.e. nv € y+ B: + 0.
70

C’est impossible puisque pour tous y € NZ et € > 0, l'ensemble (y + B. + o) N Ryv
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est borné. En effet, c’est un ensemble convexe (comme intersection de convexes) donc
connexe, ce qui signifie que c’est un intervalle de Rogv. Si ¢’était un ensemble non borné,
ceci signifierait que R-,v C y + B + o pour un réel a > 0 convenable. Alors, on aurait
av € (y+ B-+0) \ o (puisque v &€ o) et on aboutirait a une contradiction puisque chaque
point de (y + B: + o) \ o est envoyé en dehors de y + B. 4+ o par des homothéties de
centre 0 et de rapport assez grand. Nous avons donc établi que (nv),cy ne possede pas de
sous-suite convergente et que Mc(A) n’est pas compacte si A n’est pas complet. [

De la méme facon, les lemmes suivants sont des analogues du cas torique :

Lemme 3.2.14 Soient A un éventail de Ng, 0 € A et x € Nr. Alors on a

x € relint(o) & nx — 0+00-0 € Mc(A).

n—-+o0o

Preuve : Pour la condition nécessaire, on considere un voisinage

Ue(0+00-0) = | J(w+B.+0+00-7)

T<O

de 0+o00-0 avec e > 0 et w € L(o). Comme z € relint(o) il est clair que nx € w+ B +0
pour n € N assez grand. Pour la condition suffisante, on remarque que pour tout € > 0,
on doit avoir nx € B. + ¢ a partir d'un certain rang, i.e. + € B, + o, donc z € o. Ou bien
x € relint(o) et on a terminé, ou bien x € relint(7) ou 7 est une face propre de o. Alors
(nz)nen converge vers 0 + oo - 7 par la premiére partie et on obtient une contradiction
puisque 7 # 0. [ |

Ce lemme a pour conséquence le critere suivant :

Lemme 3.2.15 Soient A un éventail de Ng, o un cone de A et x € Ng. Alors on a

T € 0 & il existe une face T < o avec nt —> 0+ o0 -7 € Mc(A).
n—+o00

Preuve : On remarque que o = U relint(7). [

T<o

En outre, on a :

Lemme 3.2.16 Soient A un éventail de Ng et o,7 € A deux cones. Alors T est une face
de o si et seulement si l'adhérence de Nr + 0o - 7 contient Ngr + 00 - 0.

Preuve : Supposons que 7 soit une face de o et soit p = x + 00 -0 € Ngr + 0 - 0.
Soit a € relint(c), alors la suite (na + x),en converge vers p dans Mc(A) par le lemme
précédent. Ceci signifie que pour tout € > 0 et tout w € L(0), il existe un entier N tel
que 'on ait na +x € x + w + B, + o pour n > N. En particulier, on a na +x 4+ o007 €
r+w+ B.+0o+00-7 pour n > N, i.e. lasuite (na+x+00-7),eny d’éléments de Ng+o00-7
converge vers p.

Réciproquement, si I’adhérence de Ng + 0o -7 contient Ng +00-0, soit p=x+00-0 €
Nr + o0 - 0 il existe une suite d’éléments de la forme p, = x, + oo - 7 qui converge
vers p. Par définition de la topologie de Mc(A), ceci signifie que pour € > 0, il existe
une face p de o et un entier N tels que p, € B. +x + 0 + 0o - pour n > N. Comme
Pn = Tp,+00-T, on a nécessairement 7 = y par le lemme [3.2.4] donc 7 est une face de . W
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Définition 3.2.17 Soit A un éventail (constitué de cones non nécessairement rationnels)
et G un groupe discret admettant une représentation fidéle dans Ng. On dira que G
agit sur A si pour tout cone o € A et tout g € G, g(o) € A; cette action sera dite
libre si g(o) # o lorsque g n'est pas 'élément neutre de G et o est un cone de A,
différent du cone trivial, et proprement discontinue si pour tout o € A, l’ensemble

{g€ G| (9(0) o)\ {0} # 0} est fini.

Définition 3.2.18 Pour un éventail A on note |A| le support de A, c’est-a-dire la
réunion (dans Ng) de tous ses cones). On note également |A|* 'ensemble |A|\ {0} et
|A[*¢ le complémentaire de cet ensemble dans Ng.

Théoreme 3.2.19 Soit A un éventail (constitué de cones non nécessairement rationnels)
et G un groupe discret agissant sur A de facon libre et proprement discontinue, alors cette
action induit sur 'ensemble X = Mc(A) \ |A|* une action de G libre et proprement
discontinue.

Preuve : Soit z € X ; si z € |A]* € Mc(A), on pose g.x := g(z); si z =y + 00 - ¢ pour
un cone o € A et y € NZ, dans ce cas on pose g.z = p(g(y)) + oo - g(o) ou p désigne la
projection Ny — Nﬂg(") parallelement & L(g(c)).

Vérifions tout d’abord que cette action est libre : si € |Al*, il existe un cone o € A
tel que x € o; par hypothese sur I'action du groupe, on a g(o) # o lorsque g est non
trivial, donc si g.x = z on a x € g(0) N o, c'est-a-dire z € 71 ol 71 est une face propre
de o; on alors ¢ € g(m) N7y = T, ou Ty est une face propre de 77, on ne peut itérer
ce raisonnement qu'un nombre fini de fois et on obtient nécessairement que z = 0, une
contradiction.

Pour un élément ¢ non trivial, si z = y + 0o - 0 et 0 # {0}, g(o) # o et on a né-
cessairement g.z # x (par l'unicité donnée dans le lemme [3.2.4)). Le fait que I'action est
proprement discontinue est clair sur |A[* et par suite sur X tout entier. [ |

Remarque 3.2.20 On peut affaiblir les hypotheses du théoreme précédent, a savoir que
I'on peut autoriser g(o) = o pour un élément non trivial du groupe G'; dans ce cas il faut
rajouter I’hypothese que g est sans point fixe sur 'intersection d’un supplémentaire de
L(o) et de |Al*, et laction sera libre sur Mc(A) \ (JA[*\ 0)¢. On généralise ceci pour un
nombre quelconque de cones o qui seraient fixes sous I'action d’éléments non triviaux du
groupe G.

3.2.3 Lien avec les variétés a coins au sens usuel

Avant de continuer, on rappelle ici la définition d’une variété a coins topologique
donnée dans [25] et on voit qu’avec une hypothese technique sur A, I'espace Mc(A) est
une variété a coins topologique (i.e. au sens de [25]).

Définition 3.2.21 ([25], chap. 10) On appelle R le sous-ensemble de R™ formé des
vecteurs ayant toutes leurs coordonnées positives. Soit M un espace topologique. Une
carte a coins est une paire (U, ) ou U est un ouvert de M et ¢ est un homéomorphisme
entre U et un ouvert U de R (pour la topologie induite). Deux cartes o coins (U, ) et
(V,4) seront dites compatibles si la composition p o™ : p(UNV) = o(UNV) est
la restriction a ¥(U N'V') d’une application continue définie sur un ouvert de R™. Nous
appellerons variété a coins topologique tout espace topologique muni d’un atlas de
cartes a coins compatibles.
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Proposition 3.2.22 Soit A un éventail simplicial. L’espace Mc(A) muni de la topologie
définie en[3.2.8 est une variété a coins topologique.

Preuve : Pour un point de Ng C N/ ~, une base de voisinages est simplement donnée
par y + B, pour ¢ > 0. Il suffit donc d’étudier ce qui se passe pour les points “rajoutés
a l'infini”. Soit donc 0 = Rxgvy + ... + R5pv,, un cone non nul de A et y € Ng. Fixons
w € L(o) et € > 0. Définissons une application

0 :U.pw(y+oo-0) = RY

qui sera notre carte. Remarquons d’abord que I’hypothese sur A nous dit que (vq, ..., Uy,)
est une famille libre, donc il existe des vecteurs vy, 41, ..., v, € Ng tels que (vy, ..., v,) soit
une base de Ng. Notons N I'espace vectoriel engendré par la famille (vy41, ..., Uy), C'est
un supplémentaire de L(o). Pour un élément = € Ny on notera z; la i-eme composante
de z dans la base (vy, ..., v,). Notons (e, ..., e,) la base canonique de R™.

Pourr <ocetz€y+w+B.+0+00-7,0na71=Rov; +...+Rov;, (avec k < m)
etr=y+w+d+k+oo-7avecd € B, et k € o, donc

a::Zzivi—l—oo-T
i=1
ouz=1y+w+ 9+ k. On pose alors :

o(x) = Z e Fe,.

i {i1,ein}

En utilisant le lemme m, il est aisé de remarquer que deux ouverts U, ,,(y + 00 - o)
et Vo (Y 4+ 0o - ') ne peuvent avoir une intersection non vide que dans Ny et dans
N + oo - 7 pour 7 une face commune de o et ¢’. En effet, si x + 00 -7 =2’ + 00 - 77 avec
T <oet7 <o, ondoit avoir 7 =7/, et x — 2’ € L(7).

Alors, si 0 = Rogvy + ... + Rogvy, (et (i1, -, v,) permet d’obtenir une base de Ng)
et o' = Ry + ... +Rxov),, (et (0], ..., v,,) permet d’obtenir une base de Ng), on note :

- 7lecone Rogvyy + ... + Roovi, = Rogvj, + ... + Ryovj, , qui est une face commune de

ces deux cones,

- et 1 les cartes respectives,

- & une permutation de {1,...,n} qui envoie i, sur j, pour £ = 1,...k et qui est

I'identité sur {1, ....,n} \ {1, .., Gk, J1, ooy Ji }-
On a alors, pour z = z1ey + ... + xpe, dans Y(UNV) :

poyy M) = ¢ > —log(z)v+oo-T

iZ{415 00k}
~ o[ 2 (S uroe s
i€{i1, ik} \J=1
SIP T R PR ol | CR
i@{i1, ik} j=1 i¢{in,.ik} \J=1

ou les a;; sont les coefficients de la matrice de passage de (vy,...,v,) & (v;(l), ...,v;(n)).

Cette application est bien la restriction d’une application continue d’un ouvert de R"”. H



Chapitre 4

Variétés LVMB et quotients de
variétés toriques

4.1 Introduction

Dans leur article [26], Lépez de Medrano et Verjovsky on découvert une famille de variétés
complexes compactes, obtenues comme quotient d’un ouvert dense U de IP,,(C) par I'action
d’un groupe de Lie complexe isomorphe a C. Cette construction a ensuite été étendue au
cas d'une action de C™ (ou m est un entier non nul) par Meersseman dans [27] et ces
nouvelles variétés sont appelées variétés LVIM.

Ensuite, Bosio a généralisé dans [B] la construction de Meersseman en autorisant
d’autres actions de C™ sur certains ouverts denses de P,(C) et les variétés qu’il ob-
tient sont appelées variétés LVMB. En résumé, étant donné une famille &,,,, de sous-
ensembles de {0,...,n} a 2m + 1 éléments (on suppose que n et m sont des entiers non
nuls avec 2m < n) et une famille £ de n 4+ 1 formes linéaires sur C™ satisfaisant cer-
taines conditions, Bosio associe & &, ,, un ouvert U de P,,(C) et a £ une action de C™ sur
P,.(C), de telle sorte que le quotient U/C™ soit une variété complexe compacte. On dit
que la paire (&, ., £) est une donnée LVMB et que c¢’est une donnée LVM si la variété
obtenue est une variété LVM. Nous rappellerons les détails de cette construction plus tard.

Le premier objectif de ce chapitre est de décrire la construction de Bosio en termes de
géométrie torique. Nous voyons comment déterminer un éventail A de R™ tel que la va-
riété torique associée soit 'ouvert U et nous voyons ensuite comment la projection de cet
éventail par un sous-espace vectoriel de R” de dimension 2m aide a comprendre ’action de
C™ sur U. Grossierement parlant, ’ensemble &, ,, correspondra a ’éventail A et le choix
des formes linéaires sur C™ “donnera” le sous-espace R?™ de R". Nous allons voir que la
réciproque fonctionne également, i.e. avec des conditions adaptées sur un éventail A et le
choix d’un sous-espace de dimension 2m de R"™, nous obtiendrons une donnée LVMB. Au
final, on a I’énoncé suivant :

Théoréme [4.2.2]. 1) Soit (£, &) une donnée INGMB. Alors il existe une paire (E, A)
ou E est un sous-espace vectoriel de dimension 2m de R™ et A est un sous-éventail de
léventail Ap, ¢y de P, (C), vérifiant les deux propriétés suivantes :

a) la projection ™ : R — R"/E = R" 2™ est injective sur le support |A| de A,

b) léventail m(A) est complet dans R*/E, i.e. |1(A)| =R"/E.
i1) Réciproquement, étant donné une paire (E,A) ayant les deux propriétés ci-dessus, on

47
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obtient une donnée LVMB.

Pour la preuve de ce théoreme, nous allons utiliser la notion de variété a coins géné-
ralisée du chapitre

Dans [38], [31] and [35], d’autres descriptions de la construction des variétés LVMB
sont données. Voyons brievement comment ces constructions et celle présentée ici sont
liées. On garde les notations précédentes. Dans [38], a partir d’une famille de vecteurs
de R"2™ et d’une configuration triangulable (qu'on peut voir comme un encodage com-
binatoire d’un éventail), on obtient un éventail simplicial complet (non nécessairement
rationnel) avec lequel on peut récupérer 'action de C™ sur U. Dans [31], on munit une
variété moment-angle provenant d’un éventail simplicial complet (non nécessairement ra-
tionnel) d’une structure complexe, qui coincide au cas LVM si I’éventail est polytopal.
Finalement dans [35], on part de la remarque qu’il existe une action naturelle d’'un tore
compact réel sur une variété LVM ; ensuite on associe a cette variété un polytope en re-
gardant le quotient de la variété par cette action. Dans le cas d’une variété LVMB, on
associe un objet plus général (a rationally starshaped sphere), qui se trouve étre le po-
lytope précédemment défini si la variété est LVM. Dans ces trois descriptions, I’éventail
considéré correspond a I'éventail projeté 7(A) du théoreme[1.2.2] Un avantage de voir cet
éventail comme ’éventail projeté d’'un sous-éventail convenable de P, (C) est qu’avec ce
point de vue, il est plus naturel de récupérer I'action de C™ sur U.

Dans son article [5], Bosio fournit également un critére pour décider lorsqu'une don-
née LVMB est une donnée LVM ou pas. Le second objectif de ce chapitre est de traduire
ce critere dans notre “version” torique de la construction, ce qui mene au théoreme suivant :

Théoréme [4.3.13| Soient (L,E,,,) une donnée LNMB et (E, A) la paire obtenue par le
théoréme |4.2.9. Alors, (L,&,,,) est une donnée LVM si et seulement si la projection par
rapport a E de ’éventail A est un éventail polytopal.

Finalement, nous utiliserons ce critere pour montrer que si deux variétés LVMB, disons
X et Y, sont biholomorphes et si X est une variété LVM, alors Y est aussi une variété
LVM. Cette question a été posée par Cupit-Foutou et Zaffran dans [9], ot une réponse
partielle est fournie (remarque (ii), p. 786). Nous y répondons avec le théoreme :

Théoréme [4.4.2. Soient (L1,Emn) et (L2,E,,,,) deur données IVMB qui donnent lieu

a deuz variétés LNMB biholomorphes, alors n =n', m =m' et (L1, E,n) est une donnée
LVM si et seulement si (Lo, &), ,,) est une donnée LVM.

m,

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la premiere partie, nous utilisons la théorie
des variétés a coins “généralisées” du chapitre [3] pour démontrer le théoreme [.2.2] apres
avoir rappelé en détails la construction de Bosio. Nous étudions également le cas ou
deux données LVMB donnent la méme paire (E,A). Ceci nous mene a un énoncé de
correspondance entre ’ensemble de ces paires (E,A) et le quotient de 'ensemble des
données LVMB par une relation d’équivalence convenable. Dans la seconde partie nous
détectons les données LVM parmi les données LVMB en démontrant le théoreme
et dans la troisiéme partie nous utilisons ce critére pour obtenir le théoreme [4.4.2
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4.2 Description des variétés LVMB en termes de géo-
métrie torique

Dans cette section nous donnons une description en termes de géométrie torique de la
construction de Bosio. Pour cette construction, nous avons besoin d’un ouvert U de P, (C)
et d'un groupe de Lie complexe G de dimension m (ou 2m < n) tels que le quotient U/G
soit une variété complexe compacte. Nous rappelons en premier lieu cette construction,
ensuite nous voyons comment associer un éventail A a I'ouvert U, un sous-espace vectoriel
E de R™ au groupe G et nous voyons comment la variété a coins de I’éventail A permet
d’obtenir des informations sur l'action de G et I'application quotient U — U/G.

4.2.1 La construction de Bosio

Le procédé de construction que nous décrivons ici est di a Bosio et il étend les travaux
de Meersseman (voir [5] et [27] respectivement).

Soient m,n des entiers naturels non nuls tels que 2m < n; soit £ := ({o, ..., {,) une
famille de n + 1 formes linéaires de C™ telle que chaque sous-famille a 2m + 1 éléments de
L forme une base affine réelle de (C™)*, ou (C™)* désigne le dual de C™. Appelons &, ,,
une famille de sous-ensembles de {0, ...,n}, chacun de ces ensembles comptant 2m + 1
éléments. Pour tout P € &,,,, soit Lp la sous-famille de £ correspondante. Nous nous
intéressons aux deux conditions suivantes sur £ et &, ,, :

— si pour tout P € &, et tout @ € {0,...,n}, il existe j € P tel que (P \ {j}) U{i} €
Emm, on dit que (L, &, ,) vérifie le PEUR (pour principe d’existence et d'unicité
du remplagant),

— si pour tous P,Q € &, les intérieurs des enveloppes convexes de Lp et Ly pos-
sedent une intersection non vide, on dit que (£, &) vérifie la condition d’imbri-
cation.

Une donnée LVMB est une paire (£, &, ) satisfaisant a ces deux conditions. Suivant

la notation de Bosio, on dit qu'un entier i € {0,...,n} est indispensable si i € P pour
tout P € &,,,,. Si 7 est indispensable, on dira aussi que ¢; est indispensable.

Etant donné une paire (£, &) (i.e. non nécessairement une donnée LVMB, ¢’est-a-
dire ne satisfaisant pas nécessairement le PEUR et la condition d’imbrication), on définit
un sous-ensemble ouvert U de IP,,(C) ainsi qu’une action sur cet ouvert par un groupe de
Lie complexe G isomorphe a C™ et on voit sous quelle condition le quotient U/G existe
et est une variété complexe compacte :

En premier lieu, appelons U I'ensemble (ouvert) des points z = [z : ... : 2,] € P,(C)
tels qu’il existe P, € &,,, satisfaisant la condition : pour tout ¢ € P,, z; # 0.

La seconde étape consiste a définir une action de G = C™ sur U par :

C"xU — U
(Z,]z0 0 oot z)]) — [exp(lo(Z))z0 ¢ ... : exp(bn(2))zn].

Bosio caractérise la cocompacité de cette action sur U et le fait qu’elle soit propre a
I’aide du PEUR et de la condition d’imbrication, c¢’est le lemme suivant :



50 CHAPITRE 4. VARIETES LVMB ET QUOTIENTS DE VARIETES TORIQUES

Lemme 4.2.1 L’action de G sur U est propre si et seulement si (L,&,.n) satisfait la
condition d’imbrication.
Si cette action est propre, elle est cocompacteE] si et seulement si (L, Em.n) vérifie le PEUR.

Autrement dit, le quotient X, ,, := U/G est une variété complexe compacte si et
seulement si (£, &, ,,) est une donnée LVMB. Dans ce cas, la variété X, ,,, est de dimension
complexe n — m et on dit que c’est une variété LVMB.

4.2.2 Le point de vue torique

Il est bien connu que I'espace projectif complexe IP,,(C) est une variété torique donnée
par I'éventail Ap, ¢y de R" constitué des n + 1 cones engendrés par n des n + 1 vecteurs
€1y ey €ny — (€14 ... F€y,) (OU (e, ..., €,) est la base canonique de R™) et leurs faces (voir les
rappels au chapitre . On dit qu'un éventail A est un sous-éventail de Ap, () si chaque
cone o € A est un cone de Ap, (c).

L’objectif de cette section est de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 4.2.2 i) Soit (L,Eyn) une donnée LVMB. Alors il existe une paire (E,A)
ou E est un sous-espace vectoriel de dimension 2m de R™ et A est un sous-éventail de
’éventail Ap,(c) de P,(C), vérifiant les deux propriétés suivantes :

a) la projection ™ : R® — R"/E = R"2™ est injective sur le support |A| de A,

b) léventail w(A) est complet dans R"/E, i.e. |7(A)| =R"/E.
ii) Réciproquement, étant donné une paire (E;A) ayant les deux propriétés ci-dessus, on
obtient une donnée LVMB.

4.2.2.1 Résultats préliminaires

Nous allons démontrer les deux points de ce théoreme séparément dans les deux pro-
chaines sous-sections, mais avant cela nous devons donner quelques énoncés préliminaires.
Nous voyons comment les deux conditions de la premiere partie de I’énoncé de ce théoreme
sont reliées au PEUR et a la condition d’imbrication.

Les deux lemmes qui suivent sont respectivement des traductions de la premiere et
de la seconde partie du lemme dans notre contexte torique, dans le sens ou ils
caractérisent la propreté et la cocompacité de I'action d’un sous-espace vectoriel £ de R"
sur une variété a coins par des conditions sur 1’éventail qui définit cette variété a coins :

Lemme 4.2.3 (Propreté) Soient A un éventail de R™ et E = R* un sous-espace vectoriel
de R™. Alors l'espace E agit sur Mc(A) et cette action est propre si et seulement si la
restriction de lapplication quotient m : R™ — R™/E au support |A| de A est injective.

Preuve : D’abord, supposons que 7 ne soit pas injective sur |A], i.e. il existe deux cones
op et og € Aet x €01,y € 09 tels que y — x € E. On sait que les adhérences K; et K,
dans Mc(A) de oy et o5 respectivement sont des sous-ensembles compacts (lemme [3.2.12)).
Ecrivons alors, pour A > 1, I'égalité A(y — x) + Ax = A\y. Le premier terme est un élément
de FE, le second appartient a K et le troisieme a K5, ce qui nous dit que ’ensemble

1. On dit qu'un groupe topologique G agit sur un espace X de facon cocompacte si l'espace topolo-
gique quotient X/G est compact.
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{t € E|tK;N Ky # 0} n’est pas borné et ceci entraine que I'action de E sur Mc(A)
n’est pas propre.

Réciproquement, supposons a présent que E n’agisse pas proprement sur Mc(A). Cela
signifie qu’il existe deux sous-ensembles compacts K; et Ky de Mc(A) tels que I'ensemble
E:={te FE|tK,NK,# 0} ne soit pas borné. Introduisons la notation suivante, pour
ceENeti=12:

U =K NR"+o00-0).

Puisque les ensembles K; sont compacts, il existe seulement un nombre fini de cones
o € A vérifiant U7 # ). On appelle A’ la collection de ces cones.
Nous avons alors K; = |_| U?. L’action de £ induit une action sur chaque composante

oceA!
R"™ + 00 - 0 pour ¢ € A, ce qui mene a la décomposition suivante :

E=J{teE|twynUy £0}.

geA’

Puisque 'ensemble A’ est fini, il existe un cone o € A’ tel que 'ensemble
E7={te E|tUTNU #0}

ne soit pas borné. En conséquence de quoi il existe une suite (t,)nen de E7 avec ||t,|| —
+00.

Si ENL(o) # {0}, nous avons terminé. En effet, dans ce cas il existe x = A7y + ... +
AT € E ou les 7;'s sont des vecteurs générateurs de o.

On écrit alors
r = Z NiTi — Z(—)\j)Tj =" —a,

Ai=0 /\j<0

ou les vecteurs x* et = sont tous deux dans |A|, ce qui montre que l'application
quotient 7 n’est pas injective sur |A].

Supposons a présent que EN L(c) = {0}. On s’intéresse a la composante R + 0o -0 =
R"/L(c) = Ng.

Soient (2, )nen €t (Yn)nen deux suites de U7 et Uy respectivement (I'une d’entre elles
au moins étant non bornée, lorsque ces suites sont vues comme sous-ensembles de Ng)
vérifiant t, + x, = y,. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer qu’elles sont
convergentes (K étant Ko des ensembles compacts), de limites respectives xg + 0o - 07 et
Yo+ 0009 ot 0 < 7; pour i = 1,2 (avec éventuellement g; = o pour au plus un indice 7).
La définition de la topologie de Mc(A) nous dit alors que pour tout € > 0, il existe un
rang N tel que pour n > N, on ait x,, € 2o+ B. +01+00-0 et y, € yo+ B. + 02+ 00+ 0.

On peut alors écrire x,, = xo + Ze, + xf +oo-0ety, =Y+ Y + yf? 4+ o0 -0 ou
Tem, Ve € Be et 278 € 71, Y72 € 0.

La relation t,, + x, = vy, signifie

tn = p(tn) = p(Yo — To + Yein — Tem) + P> — 271),

ou p est la projection de R" = E@ F@® L(o) sur E® F parallelement a L(o). Rappelons

que ||t,|| = 4o00. On écrit a présent

tn _ p(yo — Zo + Yen — xs,n) p(y? - .le)
= +
2] 2] 2]
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Remarquons d’abord que la suite t,/||t,]| est bornée, donc on peut supposer qu’elle
converge vers un certain élément ¢t € R* \ {0}. Remarquons également que la suite
(p(yo — o + Yen — Ten))/||tn]] converge vers 0, ce qui a pour conséquence le fait que
la suite (p(y22 — 291))/||t,| soit également convergente vers . Puisque la somme de Min-
kowski de deux cones fermés est fermée, on sait que ¢t € p(d3 — 71). Ainsi t = y — x avec
x € p(oy1) et y € p(a2). De plus, il existe 21 = A7y + ... + \y7i € L(0) tel que © + 21 € 77.
Alors pour tout 2] = pu171 + ... + upTE avec p; = A\, on a x + z; € g1. De méme, il existe
29 € L(0) vérifiant y+ zo € 03 et pour tout 2, = p) 1 +...+ @), 7 avec p; > A;, nous aurons
y + 24, € g5. Finalement, ceci entraine qu’il existe w € o tel que y +w € 02 et x +w € ;.
Ceci nous meéne a t = (y + w) — (x +w) € 02 — 71, ce qui entraine la non-injectivité de

sur |A]. |

Pour le second lemme, nous devons définir le PEUR pour un ensemble de cones :

Définition 4.2.4 Soit A un ensemble de cones dans un espace vectoriel R™ (ici on ne
suppose pas nécessairement que A soit un éventail) et V = {vy,...,v,} un ensemble de
vecteurs générateurs de A (c’est-a-dire, chaque cone de A est engendré sur Rsq par une
sous-famille de V). On dit que A vérifie le PEUR si pour chaque céne o = Rygv;, +
o + Rogvs, € A et chaque ¢ € {1,...,k}, il existe j € {1,....p} \ {i1,.... 0} tel que
o =Rogvy, +... + I@ + ...+ Rogv;, + Ropv; € Al

Remarque 4.2.5 Comme on peut le voir, le PEUR est la méme condition que celle
donnée dans la proposition 2.2 de [35].

Lemme 4.2.6 (Cocompacité) Soient A un éventail simplicial de R™ (i.e. tous ses cones
sont simpliciauz) et E = R¥ un sous-espace vectoriel de R™. Supposons que l’application
quotient ™ : R" — R™/E soit injective sur |A|. Considérons l'ensemble Apax de tous les
cones de A de dimension mazximale. Alors m(A) est complet si et seulement si les cones
de Anax sont de dimension n — k et Anax vérifie le PEUR.

Preuve : L’assertion est claire. [ |

4.2.2.2 Passage d’une donnée LVMB a une donnée torique

Dans cette sous-section nous démontrons la partie i) du théoréme [1.2.2] Nous voyons
comment il est possible de récupérer une information torique a partir d’'une donnée LVMB.

Soient (L, &,,,) une donnée LVMB et U l'ouvert de P,(C) correspondant (voir sec-
tion [4.2.1)). Nous voulons trouver un couple (E,A) (ot E est un sous-espace vectoriel
de R™ de dimension 2m et A est un éventail de R™) satisfaisant aux conditions a) et b)
du théoreme . Considérons I'éventail Ap,(c) dans R™ définissant la variété torique
P,.(C) : ses rayons générateurs sont les vecteurs {ey, ...,en, —(€1 + ... +¢€,)} ou (ey, ..., €,)
est la base canonique de R"™. On appelle ey := —(e; + ... + ¢,) et a chaque P € &,,,, on
associe le cone simplicial op de dimension n — 2m engendré par les n — 2m vecteurs e¢;
vérifiant ¢ € P. Un calcul direct permet de voir que 'ouvert U est la variété torique définie
par le sous-éventail de Ap, ¢y formé des cones {op, P € &, »} et leurs faces. Appelons A
cet éventail.

A présent que nous avons un candidat pour notre éventail A, nous devons détecter le
sous-espace vectoriel £ = R?*™ C R". Pour ce faire, nous avons besoin d’un lemme prélimi-
naire. Puisque C™ agit sur IP,,(C) par Z.[zo : ... : z,] = [exp(lo(Z))z0 : ... : exp(£n(Z))2n],
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nous voyons C™ comme un sous-groupe fermé de (C*)™ wvia l'injection
Z v (exp(0(2) = £o(2)), s explla( 2) — £o(2))).
Lemme 4.2.7 L’intersection des deuz sous-groupes C™ et (S1)™ de (C*)" est triviale.
Preuve : Choisissons P € &,,,,. Un élément Z de C™ N (S")" doit satisfaire a
U(Z) — by(Z) € iR, pour tout k € P;

ainsi nous avons R({y(Z)) = R(lx(Z)) pour tout k € P. Ceci signifie que Z = 0 puisque
{l, k € P} est une R-base affine de (C™)*. |

A présent nous appelons E = R*™ C R" I'image de C™ C (C*)" par I'application ord :

ord : (C) — R»
(21, 0ey 2n) +— (=log|z], ..., —log|zal),

qui est injective sur C™ par le lemme précédent. Un calcul aisé montre quune base de ce
sous-espace de R™ est donnée par les 2m vecteurs suivants :

R x — Lo Sl — Lok)
X, = ,Yk: ,k’e {1,...,777,}, (41)
§R<€n,k - go,k) S(En,k - Z(),k)

ou /;, est la k-eme composante de ¢;.

A présent que nous avons a notre disposition un couple candidat (E,A), il nous reste
a montrer qu’il vérifie les propriétés désirées. Pour cela, remarquons d’abord que, comme
conséquence de , nous avons le diagramme commutatif suivant :

U=Xa (5" Mc(A) (4.2)
cm E = ord(C™) = R*™
X Me(r(A)),

g((81)") = ()"
ot ord : (C*)™ — (C*)"/(S)" et ¢ : (C*)™ — (C*)"/C™ sont les applications quotient.

Appelons 7 : R® — R"/E = R" %™ Dapplication quotient par rapport a E. Le fait
que le quotient Mc(A)/E soit homéomorphe a Mc(m(A)) se vérifie aisément. En effet,
I’homéomorphisme est application 7 qui envoie l'orbite de y 4 0o - o sur w(y) + oo - 7(0).
La bijectivité est une conséquence de U'injectivité de 7 sur |A|. Pour montrer que cette
application est ouverte, on considere un ouvert U de Mc(A)/E et un point 7(z) = 7 €
7(U). Alors, il existe 0 € A, 2+ 00-0 € Mc(A), e > 0 et w € L(o) tels que 'on
ait p(z +00-0) =z et U.y(z +00-0) C pH(U) (voir la définition . L’ensemble
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V :=p(U.w(z+ 00 - 0)) contient x, c’est un sous-ensemble de U et on a

(V) = 7p(|Jz+w+B.+0+00-7))
= | #(2) +7(w) +7(B.) + (o) + 00 m(7)
= | 7(2) +7(w) + m(B:) + 7(0) + 00 - 7(7).

w(r)<m (o)

La derniére union est indexée sur 7(7) < m(¢) puisque 7 est injective sur |Al|. Ainsi, nous
avons prouvé que pour tout § > 0 assez petit, louvert Us () (m(2) 4+ 0o - m(c)) est un

sous-ensemble de 7(V) C 7(U) qui contient 7(z) + oo - w(0) = .

Puisque le sous-groupe (S')" de (C*)™ est compact, la propreté de 1’action de C™ sur U
est équivalente a la propreté de 'action de F sur Mc(A), qui a son tour est équivalente au
fait que  soit injective sur |A| d’apres le lemme [4.2.3] De plus, Mc(m(A)) est compacte
puisque X l'est, et la complétude de 1'éventail m(A) est a présent une conséquence de la
proposition Par le lemme , on voit a présent que les conditions a) et b) du
théoréme sont satisfaites par la paire (E,A), ainsi la partie i) de ce théoréme est
démontrée.

Exemple 4.2.8 Les tores complexes sont obtenus comme variétés LVMB, ils corres-
pondent au “cas limite” ou n = 2m. On voit qu’a toute donnée LVMB donnant lieu a
un tore complexe on ne peut qu’associer une seule paire (E,A), a savoir (R™, {0}).

4.2.2.3 Passage d’une donnée torique a une donnée LVMB

Nous démontrons a présent la partie 7i) du théoreme . Supposons donnés un sous-
éventail A de Ap, (¢) et un sous-espace vectoriel £ = R*™ C R" vérifiant les conditions a)
et b) du théoreme [4.2.2| Pour récupérer une donnée LVMB, nous devons d’abord choisir
U = Xa. Pour 0 = Rype;, +... + Rxp€;, ,,, € A un cone de dimension maximale n — 2m,
définissons P, := {0, ...,n} \ {41, ..., ln—2m} €t Emn = {Pr,0 € A de dimension n — 2m}.
Il est clair que U est I'ouvert correspondant a &, , (comme défini a la section .

Nous devons a présent voir comment 'on retrouve ’ensemble des formes linéaires £
et vérifier si la paire (£, &, ) est bien une donnée LVMB.

Dans ce but, nous fixons tout d’abord une base de £ = R*™ C R" que l'on écrit
sous la forme d'une matrice A = (a;;) € My, 2, (R). On définit ensuite n + 1 vecteurs de
C™ en prenant chacune des n lignes de A et en les envoyant vers C™ wvia 'application
(X1, ey Tam) > (T1, ooy Tn) +8(Tipa1, -, T2m) (appelons ces vecteurs 44, ..., £,), auxquels on
adjoint le vecteur nul de C™. Appelons ce dernier vecteur ¢y et posons £ = {ly, ..., {, }.

On considere a présent la paire (£, &, ). D’apres le lemme on sait que l'action
de C™ est propre sur Xa, ce qui signifie que la condition d’imbrication est satisfaite.
Puisque 7(A) est complet, le lemme nous dit que ’ensemble de tous les cones de
dimension n — 2m de A vérifie le PEUR, donc c’est aussi le cas de &,,,. Finalement, les
deux conditions de Bosio sont satisfaites, i.e. la paire (£, &, ) est une donnée LVMB.



4.3. DETECTER LES DONNEES LVM PARMI LES DONNEES LVMB 55

4.2.3 Une correspondance entre les données LVMB et toriques

Soit (£, &y ) une donnée LVMB. Dans la preuve du théoreme[t.2.2] nous avons associé
a cette donnée un unique couple (E,A) ou E est un sous-espace vectoriel de R" de
dimension 2m et A est un éventail de R".

Comme le montre la preuve du théoreme [£.2.2] il est possible que deux données LVMB
différentes donnent la méme paire (E,A) (par exemple, en prenant les conjugués des
formes linéaires). Nous discutons de ce fait a présent.

Soient (L, Emn) et (L', E ) deux données LVMB et soient (E,A), (E',A’) leurs
paires associées par le théoreme[1.2.2] Si (E, A) = (E', A’),on an =n' et m = m’ puisque
les dimensions de E et E’ et de leurs espaces ambiants sont égales respectivement. De
plus, on voit que &, ,, = &', v puisqu’il est clair au vu de la preuve du théoreme que
pour un sous-éventail A de I’éventail de P,(C), il existe un unique ensemble associé &, .
D’un autre coté, le fait que E = E’ n’implique pas que I'ont ait nécessairement £ = L',
mais cela nous dit qu’il existe un automorphisme affine réel de R*" = (C™)* envoyant
chaque ¢; € £ sur un élément ¢, € L.

Appelons P I'ensemble des couples (F, A) tels que E et A satisfont aux conditions a) et
b) du théoreme [4.2.2] Définissons une relation d’équivalence (qu’on note &) sur 'ensemble
des données LVMB, en posant (£, &) ~ (L', E ) si et seulement si &, = E o €t
¢'il existe un automorphisme affine réel de R?*™ = (C™)* tel que sa restriction & £ soit
une bijection avec L£'. La discussion qui précede nous conduit naturellement a I’énoncé
suivant :

Proposition 4.2.9 [ existe une correspondance bijective
{Données IVMB}/ ~ <+—  P.

Il est a présent tres naturel de se demander quand est-ce que deux données LVMB
donnent lieu a la méme variété (a biholomorphisme pres). L'objet de la section [4.4] sera
de discuter cette question.

4.3 Détecter les données LVM parmi les données LVMB

Dans [27], Meersseman exhibe une méthode de construction de variétés complexes com-
pactes, appelées variétés LVM. Bosio montre que ces variétés peuvent étre obtenues par
sa procédure et il donne un critere pour détecter lorsqu’une donnée LVMB conduit a une
variété LVM. C’est la proposition 1.3 dans [5], dont nous rappelons a présent 1’énoncé.

Soit (£, &) une donnée LVMB et définissons O comme étant I'ensemble des points
de (C™)* (I'espace vectoriel dual de C™) qui ne sont dans I'enveloppe convexe d’aucune
famille de 2m éléments de L.

Proposition 4.3.1 Soit (L,&,,,) une donnée LVMB, on obtient une variété LVM si et
seulement s’il existe une composante connexe bornée O de O telle que &, ,, est la collection
des sous-ensembles P de {1,....n} a 2m + 1 éléments ayant la propriété que ’enveloppe
conveze de Lp contienne O.

Définition 4.3.2 On dit qu'une donnée LVMB est une donnée LVM si elle satisfait a
la condition précédente.

Remarquons que la proposition [4.3.1] peut étre reformulée comme suit :
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Proposition 4.3.3 Une donnée LVMB (L, ., ) est une donnée LNVM si et seulement si

m CO’P%@a

Pe€mn

ou Cp est ['intérieur de ’enveloppe convezxe de Lp.

Dans [9], Cupit-Foutou et Zaffran donnent une autre caractérisation des données LVM
parmi les données LVMB avec une hypothese supplémentaire, appelée “condition (K)”,
voir pour cela la proposition 3.2 dans [9]. (On dit qu'une donnée LVMB (L, &, ,,) vérifie
la condition (K) s'il existe un automorphisme affine de (C™)* qui envoie chaque ¢; € £
sur un vecteur a coefficients entiers.) La théoreme ci-dessous peut étre considéré
comme une généralisation de leur résultat. Avant de I’énoncer et d’en donner une preuve,

nous devons rappeler quelques définitions et énoncés préliminaires.

Définition 4.3.4 Un éventail A est appelé fortement polytopal (pour alléger ’écriture,
dans la suite on écrira simplement polytopal) s’il existe un polytope P contenant 0 dans
on intérieur, tel que l’éventail A soit [’ensemble des cones engendrés par les faces de P.

Exemple 4.3.5 Tout éventail complet de R? est polytopal.

Exemple 4.3.6 Pour une variété torique compacte, la projectivité de celle-ci est équiva-
lente & la polytopalité de son éventail. Fulton fournit dans [20] (exercice de la page 71)
un exemple di a Demazure de variété torique non projective de dimension 3, ce qui nous
fournit ainsi un exemple d’éventail (rationnel) de R3 qui ne soit pas polytopal. On prend
I’éventail complet simplicial A dont les rayons sont vy := —ej, vy (= —e9, U3 = —e3,
vy = €1+ €3+ es, Us 1= (€1 + €2), v := 3(ea + €3), v7 = 3(e1 + €3) ot (e, €2, e3) est la
base canonique de R? (voir la figure [4.1)).

FIGURE 4.1 — Un éventail non polytopal dans R3

Remarque 4.3.7 Le logiciel Macaulay (http://www.math.uiuc.edu/Macaulay2/)) pos-
sede une fonction isPolytopal qui permet de déterminer si un éventail rationnel est
polytopal ou non.
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Shephard a donné dans [34] un critere de polytopalité pour un éventail, nous le rap-
pelons a présent.

Définition 4.3.8 (Voir par exemple [21] ou [15].) Soit X = (x4, ...,x,) € R™ une famille
de vecteurs et A la matrice dont les colonnes sont les éléments de X (ainsi, A est une
matrice avec r colonnes et n lignes). Supposons également que dim Aff X = n ou Aff X
est Uenveloppe affine de X. Soient (o, ..., a_y,) une base du noyau de la matrice A et
B la matrice a r — n colonnes et r lignes dont les colonnes sont les vecteurs «;. La
famille X = (%1, ...,7,) C R"™™ de vecteurs donnée par les lignes de B est appelée une
transformée de Gale de X.

Remarquons qu’on ne peut pas parler de la transformée de Gale d’une famille X,
puisque la construction dépend du choix de la base du noyau de A.
Nous avons le lemme suivant (voir par exemple [15]) :

Lemme 4.3.9 Soit X = (1, ...,z,) une famille de vecteurs comme dans la définition
précédente et soit X = (Ty,...,T,) une tmnsformee de Gale de X. Remarquons que X est

une transformée de Gale de X. Alors Z z; = 0 (resp. Z x; = 0) si et seulement si les

vecteurs x; (resp. T;) sont tous situés dcms un meme hyperplcm H C R" (resp. C R™)
ne contenant pas 0.

Définition 4.3.10 Soit X = (z1,...,x,) une famille de vecteurs dans R"™ qui engendre
positivement 'espace R™ tout entier (i.e. Ryox1 + ... + Ryox, = R™). Choisissons une
famille convenable A\; > 0 telle que Y Nx; = 0 (ceci est toujours possible, voir [3]),
p. 258). Choisissons une transformée de Gale de la famille (A1 x1, ..., A\px,.) dont la derniére
coordonnée soit toujours égale a 1 et appelons une telle famille une transformée de

Shephard de X. On la note X = (71, ..., Z,).

Considérons a présent un éventail complet A de R et supposons que X = (z1, ..., z;)
est une famille de vecteurs qui engendre les rayons de A. Si 0 = Ryx;, +-- -+ Ryox;, est

un cone de A de dimension (maximale) n, on note C'(¢) U'intérieur relatif de 'enveloppe
convexe de X \ {Z;,, ..., 7;, }. Alors, on a le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.11 (Critere de Shephard) Awvec les notations ci-dessus, l’éventail A est
polytopal si et seulement si
ﬂ Clo)#10

0E€Amax

ot Apax €st U'ensemble des cones de A de dimension mazimale n.

Exemple 4.3.12 On peut appliquer ce critére a l'exemple [4.3.6] Une transformée de
Shephard des vecteurs 2vq, 2vq9, 2v3, U4, Us, vg est par exemple donnée par les vec-
teurs v; := (1,0,0), vy = (0,1,0), v3 := (0,0,1), vy := (2,—2,2), v5 := (0,4,—4),
Vs = (—4,4,0) et v; := (0,0,0). Si on appelle g1, oy et o3 les cones engendrés par
(v1,v5,v6), (1, V2, Vg), (va, U3, V7) Tespectivement, on peut voir que l'intersection

C(o1) N Cloz) N C(os) C R

est vide.
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C(o1) N Cos)

Clo1) N C(oz)

FIGURE 4.2 — Les enveloppes convexes C(01), C(03), et C(03) (dans R3).

Pour la définition et le théoréme précédents, on renvoie a [34]. Nous sommes a présent
en mesure de démontrer :

Théoréme 4.3.13 Soient (L£,Em ) une donnée LVMB et (E,A) la paire obtenue par le
théoréme . Alors, (L,Emn) est une donnée LVM si et seulement si la projection par
rapport a E de [’éventail A est un éventail polytopal.

Preuve : Formons une base de R™ dont les 2m premiers vecteurs sont les vecteurs Xy, Y;
définis dans I’équation (4.1)) qui engendrent F et, comme n — 2m derniers vecteurs, n’im-
porte lesquels de la base canonique. Appelons B’ cette base et B la base canonique de
R™ :
B, = (Xl, ceey Yém, Ci1y ey €in72m).

Nous avons la décomposition en somme directe R® = E® F ot F = R"~?™. La projection
sur F' parallelement a E est donnée par la matrice IT := J,,,,P~! o P est la matrice
inversible dont les colonnes sont les vecteurs de B’ et

Jn,m = ( Onf2m,2m ‘ In72m ) .

(Ici, 0y—2pm.2m est la matrice nulle & n—2m lignes et 2m colonnes, et I,,_s,, est la matrice
identité de taille n—2m.) On voit a présent que les vecteurs ey, ..., e, et ¢g = —(e1+...+¢€,)
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sont envoyés par II respectivement sur les n colonnes de II et 'opposé de leur somme.

On sépare a présent les cas, selon le nombre d’éléments indispensables ¢; (remarquons
qu’il peut y avoir entre 0 et 2m éléments ¢; indispensables).

D’abord, supposons qu’il n’y a aucun élément indispensable ;. Il est clair que les vec-
teurs (Il.eq, IL.eq, ..., I1.e,) engendrent les rayons de I’éventail (complet) projeté m(A) de
F = R"27m 1] est également direct de vérifier qu'une transformée de Shephard de cette
famille de vecteurs est donnée par les vecteurs ¢; := ({;,1) € R*"*! pour i = 0,...,n.
A présent, I'utilisation consécutive des criteres de Shephard et Bosio (théoreme 4.3.11] et
proposition donne I’équivalence entre la polytopalité de m(A) et le fait que (£, &)
soit LVM.

Supposons a présent qu’il y ait exactement un élément indispensable, disons ¢y. Tout
d’abord, remarquons que ceci entraine que les cones de dimension 1 de I’éventail A sont
engendrés par 'un des vecteurs ey, ...,e, (et jamais ep). Ensuite, pour caractériser la
polytopalité de w(A), on doit calculer une transformée de Shephard de (Il.ey,...,Il.e,),
ce que 'on fait en deux étapes. D’abord, on projette les vecteurs E (pour i = 1,..,n)
par rapport a R.ZO. Cette procédure donne une transformée de Gale de (IL.eq, ..., I1.e,).
Rappelons que les vecteurs lz appartiennent tous a I’hyperplan affine

H = {(.fl'l, ...,x2m+1> € R2m+1 | Tom+1l = 1}’

donc on peut définir Hy comme étant 'hyperplan H —ZO, alors on voit que Hj est un sous-
espace vectoriel de R*"*! et que ¢y ¢ Ho. Appelons m : R*"*! — Hj la projection par
rapport a R.{;. Munissons H d’une structure d’espace vectoriel en choisissant ¢; comme
origine, alors la restriction de 7wy entre H et Hy est un isomorphisme. Remarquons que
si {o est indispensable, il est impossible que {; soit un élément de ’enveloppe convexe de
{ly,...,0,}. En effet, puisque (Il.ey, ..., Il.e,) engendre positivement R"™ on a my({y) &
conv(wo(a), ...,WO(ZH)) (voir [34]). Ainsi, il existe un hyperplan Hj de H, contenant 2m
éléments de {mo(01), ..., m0(0,)}, séparant mo(Zo) = 0 € Hy et {mo(£y), ..., mo(Ln)}. Voir la
figure pour une image de cette situation.

La seconde étape a suivre pour obtenir une transformée de Shephard de (Il.eq, ..., I1.e,,)
est de multiplier chaque vecteur de (WO(ZI), - 770(2")) par des scalaires convenables de sorte
qu'ils soient tous situés dans H. Appelons L := (¢}, ..., £ les vecteurs obtenus de cette
fagon-. Remarquons que toute famille de 2m vecteurs de cet ensemble forme une base
affine de Hy. Pour P = (0,41, ..., i2m) € Empn, appelons P’ = (i1, ..., i2,) et notons &, ,
lensemble {P' | P € &,,}. Il est clair que &, vérifie encore le PEUR (avec {1,...,n}
a la place de {0, ...,n}). Montrons qu’a un point dans I’enveloppe convexe d’une famille
de points de Lp il est possible d’associer un point dans l’enveloppe convexe de L, et
réciproquement ; ceci prouve que la condition d’imbrication est également satisfaite par
(L',€],,). Supposons que zo € conv(L}p,) pour P € &, alors le point Sz est un

élément de conv(Lp). Réciproquement si zy € conv(Lp) (pour P € &,,,), il exist un
2m

unique A > 0 (qui ne dépend pas de P) tel que Az € H|). Ecrivons zy = Z Ajﬂ,-jfgj (ou
j=1
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FIGURE 4.3 — La projection g

2m
pour tout j € {1,...,2m}, on a §;;6; = mo(li;), A\; = 0et 35, A = 1) et Aag = ZO‘J%
j=1

avec ), a; = 1. Puisque tout sous-famille de £' & 2m éléments est une R-base affine de
Hj, on a A\;f3;, = a;, ainsi a; > 0 pour tout j, c’est-a-dire Azy € conv(Lp).

Une conséquence importante de cette remarque est également que ﬂ conv(Lp) # 0
PIEEl,
si et seulement si ﬂ conv(Lp) # 0.
Pegm,n

A présent, les criteres de Shephard et Bosio appliqués successivement a la transformée
de Shephard que nous avons calculée nous donne que w(A) est polytopal si et seulement
si (L, Emn) est LVM.

Le méme raisonnement s’applique a présent s’il y a jusqu’a 2m — 1 indispensable
l;’s, disons Yy, ..., £y, en appliquant la méthode précédente “recursivement” : pour calculer
une transformée de Shephard de (Il.exyq,...,Il.e,), on peut calculer une transformée de
Shephard de (Il.eq,...,Il.e,,) comme ci-dessus, ensuite la projeter par rapport a R.If.a
et multiplier par les scalaires convenables, ce qui donne une transformée de Shephard de
(ILey, ..., I.e,) et ainsi de suite. Appelons (L), 57(7{,)71) les familles obtenues a chaque étape
(for j = 1,..,k+1) et (ﬁ(o),&(,?,)n) = (L£,&nn). Remarquons (tout comme ci-dessus)
que pour j = 1,...,k + 1, I'intersection ﬂ conv(ﬁg)) est non vide si et seulement si

peeid),
ﬂ Conv(ﬁgfl)) est non vide. Alors, en utilisant les criteres de Shephard et Bosio a
peelil
nouveau, on obtient le résultat.
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Finalement, supposons qu'’il y ait 2m éléments indispensables, disons {0, ..., 2m — 1} pour
alléger ’écriture. Le PEUR force alors que

Emmn =1(0,....2m —1,7) | g € {2m,...,n}}.

La seconde condition de Bosio (imbrication) entraine que I'’hyperplan H contenant 1’en-
semble {{y, ..., {2,,_1} est un hyperplan supportant le polytope obtenu comme enveloppe
convexe de £. Comme on peut aisément le voir, il y a exactement une composante connexe
bornée O de O telle que Aff(O N H) = H, et cette composante se trouve dans l'inter-
section de toutes les enveloppes convexes de {Lp, P € &,,,,}, ainsi la donnée LVMB que
I'on considere est une donnée LVM par la proposition [4.3.1] De plus, le fait qu'il y ait 2m
éléments indispensables nous dit que I’éventail projeté possede exactement n + 1 — 2m
rayons générateurs et chaque cone de dimension maximale est engendré par n — 2m vec-
teurs. Un tel éventail complet de R"~?™ est toujours polytopal (c’est I'éventail associé a
un n — 2m-simplexe de R"~2™). |

4.4 Quand deux variétés LVMB sont-elles
biholomorphes ?

I1 est possible que deux données LVMB différentes donnent lieu a deux variétés biho-
lomorphes, c’est pourquoi nous faisons la distinction entre donnée et variété LVMB. Dans
cette section, on démontre que si une variété LVMB X, ,,, construite a partir d’'une donnée
LVMB (L, &, ) est biholomorphe & une variété LVM, alors la donnée (L, &, ,,) elle-méme
est LVM. Ce probleme a été posé (et résolu en partie) par Cupit-Foutou et Zaffran dans
[9]. Pour la preuve, nous allons avoir recours au critére fourni par le théoréme [4.3.13]

Nous étudions a présent le cas ou deux données LVMB (L1, Enmnymy) et (L£2,E], 1,)
donnent lieu & la méme variété (a biholomorphisme pres).

Soit X une variété LVMB. Appelons A := Autp(X)° la composante connexe de 1'é1é-
ment neutre du groupe des automorphismes holomorphes de X, qui est un groupe de Lie
complexe car X est compacte (c¢’est un résultat de Bochner et Montgomery, voir [4]).

Nous démontrons en premier lieu le lemme suivant :

Lemme 4.4.1 Soient (L1, Emyny) €t (L£2,E] ,..) deux données LVMB telles que les va-

m2,n2
rietés LVMB associées soient biholomorphes. Alors on a my = moy et ny = ns.

Preuve : Supposons que X; et X5 soient deux variétés LVMB biholomorphes, obtenues
comme quotient de deux ouverts U; C P"(C) et Uy C P"(C) par deux sous-groupes
fermés Hy = C™ C (C*)™ et Hy = C™2 C (C*)"*. Appelons ¢ un biholomorphisme entre
X et Xs. Il induit un isomorphisme

O Autp(Xy)? =: Ay — Ay = Auto(X1)°,

donné par ¢*(g) = ¢ togop.
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Alors, G; := (C*)™ /H; est un sous-groupe de A; et possede une orbite ouverte dense
Gi.x; C X; pour ¢ = 1,2 (voir [5], proposition 2.4). Appelons 7; : (C*)™ — (C*)"/H,
les deux applications quotient. A présent le sous-groupe T := m((S')™) C G, (resp.
T, = 72((81)”2) C Gs) est contenu dans un tore maximal compact A; (resp. As), disons
Ty (resp. T»). Les deux tores maximaux T; et ¢*(T3) de A; sont conjugués (voir, par
exemple, [7]) donc, a conjugaison pres, on peut supposer que Ti et ¢ *(Ty) sont contenus
dans le méme tore maximal compact T de A,. A présent on note 7€ 1a complexification
de T, et G, et ©*(G2) sont tous deux des sous-groupes de Lie de T' TC (puisque TF = G
pour i = 1,2).

Supposons que l'on ait dimg 7€ > dim¢ G = dimg¢ X3, alors laction de A; n’est plus
effective (en effet, dans ce cas il existe un élément non trivial f € TC tel que f(x,) = 7 et
puisque TC est abélien (et contient G1), f est 'application identité sur tout G.z1, donc
sur tout X; par prolongement analytique), une contradiction. Donc on a nécessairement
dime 7€ = dime G, = dimg ©*(G3y) et G = ¢*(Ge). En particulier, ces deux groupes de
Lie possedent des groupes fondamentaux isomorphes, Z™ et Z™ respectivement, ce qui
conduit a ny; = ny et puisque ny — my = Ny — My, on a également my; = mo. [ |

A présent on démontre le théoreme suivant :

Théoréme 4.4.2 Soient (L1,Emn) et (L2,E), ) deur données LVMB menant a deuz
variétés LVMB biholomorphes, alors on an =n', m =m' et (L1,Enyn) est une donnée

LVM si et seulement si (Lo, &, ) est une donnée LVM.

Preuve : On garde les notations de la preuve précédente. A conjugaison pres, on peut
supposer que (0 1)*(Gy) = Gy et p(G1.71) = Gy.19, out G;.x; est orbite ouverte dense
de l'action de G; sur X;. Appelons (E,A) et (E', A’) les données toriques associées res-
pectivement a ces deux données LVMB et soient 7 : R" — R"/E et ' : R" — R"/E’ les
projections correspondantes.

Les tores compacts maximaux des groupes G et Gy sont isomorphes a (S')", donc la
restriction de (¢7')* & ces tores maximaux est donnée par une matrice A € GL(n,Z) et
elle s’étend en un isomorphisme de (C*)™ que nous appellerons .

En passant aux algebres de Lie, on voit aisément que le diagramme suivant est com-
mutatif :

(C*)" —Z () (4.3)

U, Us

Pll J{pz

— > X
Xl © 2

ol 11 et 1o sont les injections canoniques.
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En considérant le quotient par (S')"; on obtient le diagramme commutatif suivant :

A

R™ R™ (4.4)
Mlcv[A) Mc{i’)
pll lPQ
Me(m(A)) = Me(m' (A7),

olt § est un homéomorphisme (voir le diagramme de la section [£.2.2.2)). La com-
mutativité de ce diagramme nous dit que la restriction de A entre R"/E C Mc(w(A))
et R"/E" C Mec(n'(A")) est linéaire. On note A’ cette application linéaire. Montrons
alors que @ est équivariante par rapport a 'action de R"/E, c’est-a-dire que pour tout
p € Mc(m(A)) et tout t € R*/E, on a p(t + p) = A'.t + p(p). Cette égalité est claire si
p € R"/E puisque 'on sait que ¢ = A’ sur R"/E. Si p =2 + 0o - o pour un cone o € A,

alors il existe une suite (z,),eny d’éléments de R"/E telle que z, —+> p et dans ce cas,
n—-+0o0o

pour t € R"/E, la suite (t + 2, )nen converge vers t + p dans Mc(m(A)). Comme pour
tout n € N, on a ¢(t + x,) = A'.t + p(z,,) et comme P est continue, on obtient bien le
résultat souhaité.

De I’équivariance de @ par rapport a A’, on déduit que pour chaque cone o € w(A), il
existe o’ € '(A’) tel que p(R"/E 4+ 00 -0) C R"/E' 4+ 00 - 0’. Si 7 est une face de o, on
note 7’ le cone de 7'(A’) correspondant. Alors, le lemme nous dit que 'adhérence
de R"/E + oo - 7 contient R"/E + oo - 0 ; la continuité de ¢ nous dit qu’alors 'adhérence
de R"/E" + oo - 7" contient R"/E’ + 0o - ¢/, i.e. 7/ est une face de o’

Soit o un cone de w(A), on note encore o’ le cone de 7'(A’) tel que p(R"/E+o00-0) C
R"/E'+00-0’. Pour tout z € o, le lemme[3.2.15| nous dit que (nx),ey converge vers 0+oo-7
dans Mc(m(A)) pour une face 7 de o ; comme @ est continue, la suite (p(nx)),en converge
vers p(0 4+ 0o -7) = 0+ oo - 7/ pour un certain cone 7" € 7'(A’) (qui ne dépend que de
7). Comme @(nx) = np(x) pour tout n € N par linéarité de @ sur R"/F, le lemme
nous dit que p(x) € 7 C o',

Au final, 'application linéaire inversible A" entre R"/FE = R" 2™ ¢t R"/E’ = R"2™
envoie m(A) sur 7'(A’). Ceci signifie que ces deux éventails sont polytopaux simultané-
ment et la conclusion découle a présent du théoréme [4.3.13] |

4.5 Une généralisation de la construction de Bosio

4.5.1 Détecter tous les ouverts a quotient compact

Le théoreme suivant nous dit que la construction de Bosio est la plus générale dans
ce contexte, dans le sens ou tout ouvert U C P,,(C) muni d’une action d’un sous-groupe
fermé de (C*)™ isomorphe & C™ tel que le quotient soit une variété complexe compacte
est en fait donné par un sous-éventail de Ap, (c).

Théoréme 4.5.1 Soient G = C™ C (C*)" un sous-groupe fermé et U C P,(C) un ouvert
tel que U/G soit une variété complexe compacte. Alors U est stable sous 'action de (C*)",
donc donné par un sous-éventail de ’éventail de P, (C).



64 CHAPITRE 4. VARIETES LVMB ET QUOTIENTS DE VARIETES TORIQUES

Preuve : Soit 7 Uapplication quotient 7 : U — U/G et soit vy, ..., v, une base de I'algebre
de Lie de (C*)" telle que vy, ..., v,, soit une base de 'algebre de Lie de G. On définit les
champs de vecteurs vf, ..., v} sur U/G par v} (z) := dm,(v;(y)) pour z € U/G ety € 7 (x).
Le vecteur v} (z) est bien défini : en effet, si y/ = g.y € 7~ !(x) (pour g € G), on a :

dry (vi(y')) = dmyy(vi(9.y))

= d(mog)y(vi(y))

= dmy(vi(y))

= v (x).
Puisque U est stable par G, il suffit de montrer que U est invariant sous 'action de
U1, ---» Up ; CeCl nous assurera qu’il est invariant sous l'action de (C*)".

Ecrivons P, (C) comme réunion (finie) disjointe d’orbites sous I’action du groupe (C*)"

a laide du théoréme 2.3.63 :

P,(C)= || orb(o).

UeAPn(C)

Pour chaque o € Ap, () on note U(o) := orb(c) NU, ce qui nous donne une partition
de U. Rappelons que orb(g) = (C*)*~4m et que pour x € orb(o), le sous-groupe T,
stabilisateur de z pour 'action de (C*)" est isomorphe & (C*)4™@) Comme l'action de
G = C™ est propre sur U, elle est libre donc si U(o) # () on a nécessairement GNT, = {1}
et G est un sous-groupe de (C*)n~dim(@),

A présent on fixe un cone o € Ap,(c) tel que U(o) # 0 et on note k := n —dim(c). On
appelle p : (C*)* — (C*)*/G I'application quotient et on définit les champs de vecteurs v}
sur (C*)*/G de fagon analogue aux v, i.e. on pose v$(z) := dp,(v;(y)) pour x € (C*)¥/G
et y € p~*(z). Les ouverts p(U(c)) C (C*)k/G et m(U(c)) C U/G sont biholomorphes
et les champs de vecteurs v} et v? coincident sur ces ouverts. Comme la variété U/G est
compacte, les champs de vecteurs v; sont intégrables sur U/G.

Pour tout o et tout x € U(o), l'espace tangent T, (U(0)) est engendré par les vecteurs
vi(z),i = 1,...,n. En particulier, Iaction de G sur U respecte cette partition (i.e. chaque
U(o) est localement stable sous l'action de G) et induit une partition de X = U/G
donnée par les 7(U(c)) : pour tout o et tout x € w(U(c)), Pespace T,(m(U(o))) est
engendré par les vecteurs v (z),i =m+ 1,...,n (car les m premiers s’annulent). Puisque
7m(U(0)) est localement stable sous I'action des champs de vecteurs v}, ils sont intégrables
sur 7(U(o)). Ainsi, les champs de vecteurs v sont intégrables sur 'ouvert (non vide)
p(U(0)) C (C*)*/G pour i = m + 1,...,n et comme ils engendrent 1'algébre de Lie de
(CH*/G, on a p(U(0)) = (C*)k/G. Ainsi, U(o) = orb(c) puisque U(c) est stable sous
l'action de G et pour tout x € orb(o) il existe y € U(o) et g € G tels que g.y = .

[

4.5.2 Une généralisation

A la lumicre de la preuve du théoreme , ou I'unique propriété de P, (C) utilisée
est le fait qu’il s’agit d’une variété torique compacte, on peut étudier un ouvert “torique”
de n’importe quelle variété torique compacte :
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Théoréme 4.5.2 Soit A un éventail rationnel fini de R® et E = R?™ un sous-espace
vectoriel de R™ tel que :

- Dapplication quotient 7 : R™ — R"/E = R"™2™ soit injective sur |A|,

- Véventail w(A) soit complet dans R"/E, i.e. |7(A)] =R"/E.

On définit un sous-groupe fermé G = C™ de (C*)" de la méme fagon qu’a la sec-
tion . Alors, le quotient Xa /G eziste c¢’est une variété complexe compacte.

Preuve : Puisque A est fini on peut construire un éventail rationnel complet A’ conte-
nant A comme sous-éventail. Le groupe G agit proprement et librement sur X par le
lemme donc on sait que le quotient XA /G est une variété complexe. La compacité
est une conséquence de la complétude de 7(A). |
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Chapitre 5

Une nouvelle classe de variétés
complexes compactes non
kiahlériennes

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous construisons de nouvelles variétés complexes compactes non kahlé-
riennes en utilisant a la fois 'approche de Sankaran ([33]) et de Bosio ([5]). Pour construire
ses variétés, Sankaran fait agir de fagon libre et proprement discontinue un groupe W sur
un ouvert U d’une variété torique, de sorte que le quotient soit compact. Bosio fait, lui,
agir un sous-groupe de Lie G de (C*)™ sur un ouvert V' de P, (C).

Nous allons “combiner” les deux méthodes de la fagon suivante : en premier lieu, on
munit une certaine variété torique X de 'action d’un sous-groupe de Lie G de (C*)"
de sorte que le quotient X de XA par G existe, puis on fait agir sur un ouvert de X un
groupe discret W.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section [5.2.1] on introduit des notations
et des résultats qui serviront a la construction des variétés, qui fait I'objet de la section
suivante. On établit dans la section que les variétés obtenues ont leur dimension de
Kodaira égale a —oo ; on obtient également une minoration pour la dimension de ’espace
H'(O) de celles-ci, minoration qui nous permet d’établir qu’elles sont non kéihlériennes.
Enfin, on donne un exemple dans la section [5.2.4]

5.2 Construction de nouvelles variétés

5.2.1 Préliminaires

Pour commencer, on introduit des notations et des résultats que nous réutiliserons par la
suite. Plusieurs résultats sont dus a Sankaran ([33]) et on n’en redonne les démonstrations
que s’il est nécessaire de les adapter a notre contexte.

Soit & un nombre réel algébrique de degré n. On note P(X) = X" +a, X" ' +...+q
le polynéme minimal (unitaire, & coefficients rationnels) de z.

Le corps K := Q[X]/(P) admet n = s + 2t plongements distincts dans C et on note
01, ...,05 les plongements réels et 0,1, ..., 0, les plongements complexes, ordonnés de telle
sorte que l'on ait o,4; = 05141; pour 1 < ¢ < t. On suppose que s et ¢t sont strictement

67
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positifs.

Nous allons noter o I'application

oc: K — RSxC%
kE— (01(k),...,05(k),0511(k),...;on(k)).

On note Ok les entiers algébriques de K et on désignera encore par Ok le réseau
0(Ok) C C" lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible. Notons Oj; l'ensemble des
unités de K, le théoréme de Dirichlet nous dit que O% = Z***~1. On fait agir chaque
élément n € Oy sur C" comme suit :

N (21, 0y 2n) = (1) 21, ooy 00 () 20)-

On considere le sous-espace vectoriel H := {(0,...,0, 21, ..., 2¢) | 21,...,2s € C} Z C' de
C™ et on appelle my la projection 7y : C* — C** de noyau H donnée par

TH (O — st
(21, ooy Zstty Zstttly oy 2n) > (21, 0y Zsit)-
Lemme 5.2.1 L’application 7y est injective sur o(Of).

Preuve : Il suffit de vérifier que H No(Ok) = {0}, ce qui est clair car les o; sont des
plongements. |

Appelons 7o, la projection C" — C"/o(Ok), alors on a :

Corollaire 5.2.2 Le quotient du groupe de Lie (C*)* = C"/o(Ok) par mo, (H) est un
groupe de Cousin qu’on notera Cy. On appellera p lapplication quotient p : (C*)™ — C,.

Preuve : Par le lemme précédent, le quotient de (C*)" = C"/o(Ok) par 7o, (H)
est isomorphe au quotient de C*** = C"/H par 7y (0(Ok)). Ce dernier est un groupe de
Cousin par le lemme 2.4 de [29]. [

Pour n € Oy, on pose n; :==o;(n) sii € {1,...,s} et ; :==|oy(n)| sii € {s+1,...,s+1};
d’autre part on note (’);f I’ensemble des éléments n € O} tels que l'on ait 7; > 0 pour
i €{1,...,s}. On a alors le théoreme suivant, di a Sankaran (théoreme 2.1, [33]) :

Théoreme 5.2.3 Pour b € {1, ..., s}, il existe un sous-groupe W < O}’Jr de rang b véri-
fiant la condition suivante, qu’on appelle “hypothése C” : pour toutn # 1 € W, il existe
i < b tel que n; > n; pour tout j > b, ou bien n; < n; pour tout j > b.

Preuve : On pose g := s+t — b et a chaque 7 € O} on associe un point de R grace &
I’application :

©p (’)}Jr — Rb
log(m1/mMs+1) o log(m1/Ms+t)

/. : log (1 /Mp+5)

log(1s/"+1) “ee log(1s/Ns+t)
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et on appelle m;; (pour ¢ € {1,...,b}) les b projections

b ° RY — RY
(tij) = (tij)j=1.4

(i.e. m; associe a un élément de R® écrit sous forme de matrice sa i-eme ligne).

L’hypothese C signifie que pour tout n # 1 € W, il existe i € {1,...,b} tel que
mi(n) € Q = {(z1,...,z5) € RY | les z; sont tous de méme signe et non nuls}.

On notera U, l'espace ¢,(O3") @ R =2 R+~ C RY.
Pour démontrer 'existence de W de rang b vérifiant 'hypothese C, il suffit de trouver
un sous-espace A de U, de dimension b : pour b = 1 c¢’est clair, on prend pour A une droite

passant par n’importe quel point de Q).

Supposons le résultat établi au rang b — 1, il existe alors un sous-espace A" de U,_1 de
dimension b — 1 vérifiant la condition :

Vo e A') il existe i € {1,...,b — 1} tel que m;_1(x) € Qp_1.
Pour chaque z € A’, I'entier i satisfait alors a m; ,(x) € Q.

Fixons a présent une projection parallelement a A’, w4 : U, — RY; il existe une application
L € GLy(R) qui fasse commuter le diagramme suivant :

U

Tb.b ™A
R9 = Wbb(Ub)_ - _[_/ - = >Ub/A/ = RY.

On regarde alors Q 4 := L(Qy) ; on prend une droite £ C Q4 U{0}, et 'espace A := 7/} ({)
convient. En effet, soit x € A. Oubien z € A’, et dans ce cas, il existe un entier i € {1, ...,b}
tel que 7;,(z) € Qy; sinon, ma(z) € £ C Qa et comme wa(z) = L(mp(x)), ceci signifie
que mpp(x) € Qp, d’out la conclusion. |

Soit b € {1, ..., s} et W comme dans le théoreme précédent ; ce groupe agit alors sur C"
en stabilisant le réseau o(Ok), et il agit aussi sur C5** en stabilisant 'image 7y (0(Ok))
du réseau o(Ok).

On fixe une base d’entiers de K et on appelle B := (vy, ..., v,) la base de C" correspon-
dante. On note F l'espace vectoriel engendré sur R par les vecteurs de By, B := (e, ..., €,)
la base canonique de C™ et B’ la base

(€1, -y sy €541 F €51, —1(E€s541 — €spt41), oy €stt + Estar, —1(Estt — €st2t))-
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Dans cette derniere base, la matrice d'un élément n € Oy s’écrit

o1(n) O

os(n)
(Ost41(n) =S (0s4141(n))
(Oste41(n)) R(osre41(n))

(on(n)  —S(on(n))
Rl (n))

@ =
)
3
S

0

De plus, l'espace E est 'espace vectoriel engendré (sur R) par les vecteurs de la base
B'. Pour le voir, il suffit de montrer le

Lemme 5.2.4 Soit Py, g la matrice de passage de la base B a la base B'. Alors tous
les coefficients de Pg, p sont réels, autrement dit, on a Pg, g € GL,(R).

Preuve : Remarquons que Pg, g = Pg, sPs s et que les 2t dernieres colonnes de Pp,
sont conjuguées deux a deux tandis que les s premieres sont réelles. Ainsi, les coefficients
des vecteurs Pg, pe; pour j € {1,...,s} sont réels. A présent, notons Ay, ..., hy, ha, ..., hy
les 2t dernieres colonnes de Pg, 5. On trouve alors que Pg, g(€stj + €s+i1j) = 2R(h;) et
Py, (—i(€ssj — €s111j)) = —23(h;) pour j € {1,...,t}. Le lemme est ainsi démontré. M

On notera H I'espace vectoriel réel engendré par les 2t derniers vecteurs de la base B'.
C’est un sous-espace vectoriel de F, de dimension 2t.

Remarque 5.2.5 L’écriture de la matrice d’'un élément n € W dans la base B’ montre
qu'un tel élément induit une application linéaire de I’espace vectoriel réel £ = R" engendré
par les vecteurs de By, et que cette application induit une application linéaire sur le
quotient F/H = R® donnée par 1 : (z1,...,xs) — (01(n)x1, ..., 05(n)xs). D’autre part, on
a HNo(Og) = {0}.

A présent, nous écrivons le sous-espace vectoriel H dans la base By ; il est engendré
par la famille de t vecteurs qu’on note (hq, ..., h), ou h; est le vecteur ez 4y, de la base
canonique écrit dans la base By (en suivant les notations du lemme [5.2.4)).

On regarde alors le groupe H comme sous-groupe fermé du groupe C" /o (O ) = (C*)",
via ’application :

L H — (CH)" (5.1)
t t
(21, 0y 2e) > (exp(2im > hi1zi), ..., exp(2im Y hinzi)),
=1 =1

1= 1=

ou h; ; est la j-¢me coordonnée du vecteur h;. On notera encore H I'image du sous-espace
H par cette application.

Lemme 5.2.6 Les sous-groupes H et (S')" de (C*)" ont une intersection triviale.
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Preuve : Un élément de cette intersection correspond a un élément du sous-espace vec-
toriel H satisfaisant a ’équation matricielle

T 0
: 0

P, =
B,Bx 2
T, Zt

ou Pgp, est la matrice de passage de la base canonique a la base B et les z; sont des
réels. Chaque vecteur de la base By a ses i-éme et (i + t)-éme composantes conjuguées
(pour i € {s+1,...,s +t}). Comme les z; sont réels, ce doit étre encore le cas pour le
vecteur (0, ...,0, 21, ..., z;) donc z; = ... = z, = 0. |

Le quotient de (C*)" par (S')" est donné par 'application

od: (C)* — R”
(21, y 2n) +— (—log|z1], ..., —log|zn|).

A laide de I’équation |j on voit que Pespace ord(H) = R* est engendré par les 2t
vecteurs R(h;) et I(h;) (pour j € {1,...,t}), c'est-a-dire que cet espace est le sous-espace
H de E.

5.2.2 Début de la construction

Dans 'espace vectoriel E, nous désirons construire un éventail (relativement au réseau
Ok C E) qui soit W-invariant, dont I'image du support par la projection 75 soit incluse
(on précisera par la suite) dans un cone ouvert dégénéré propre Q C m5z(E) = R® stable
par W (dégénéré ici signifie que I'adhérence de ce cone contient un sous-espace vectoriel).
Comme la projection 7 est injective sur le réseau et W-équivariante, il suffit de trouver
un éventail dans 75 (F) relativement a 75(Ok) vérifiant ces conditions et le relever via
I'application 7.

Pour ce faire, nous reprenons le cheminement de Sankaran (voir [33]). Les résultats
non démontrés sont ceux dont la preuve s’adapte sans aucune modification.

Appelons  un cone ouvert remplissant les conditions ci-dessus, nous allons le décrire :

Lemme 5.2.7 L’espace vectoriel N de dimension mazximale contenu dans [’adhérence de
Q est de la forme
N = {ZE €R’ ‘ O-il(x) == O-isfh(x) = O}a

avec h > 0.

Remarque 5.2.8 Quitte a renuméroter les o;, on peut supposer que N est en fait ’en-
semble
{r eR’ | oy(x) =+ =0s_p(x) =0}.

Ceci nous permet de décrire précisément ’ensemble €2 :
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Lemme 5.2.9 On a l’égalité Q2 = N x L avec
L={xeR’|ospti(x)=..=04(z) =0}

et
Ly={zeL| +o,(x)>0,ie{l,..,s—h}}.

Quitte a composer par un élément convenable de OF, on peut supposer que Ly = {z €
L|oi(x)>0,ie{l,...,s—h}}.

A présent, on choisit un entier h € {1,...,s — 1} et on regarde le cone Q donné par le
lemme . Afin que L, /W puisse étre une variété compacte, nous allons imposer que
le rang de W, a savoir b, soit égal a la dimension de L, a savoir s — h. En particulier, on
a donc 1 < b < s. Ainsi, étant donné un entier b € {1,...,s — 1}, le théoréme nous
assure de l'existence d'un sous-groupe W de Oy vérifiant la condition donnée dans ce
méme théoreme.

Proposition 5.2.10 L’action du groupe W sur € est libre et proprement discontinue.

Proposition 5.2.11 Si C C QU {0} est un cone non dégénéré fermé, pour tout n € W
ona: (\n*CCL,.

a€l
Remarque 5.2.12 On rappelle le principe de la preuve donnée par Sankaran : il existe
un réel 0 > 0 tel que

b
CCCo={veQ| ) v}=0> v} (5.2)

i=1 j>b

Alors on a terminé si ’on établit la proposition pour Cj, et ceci s’obtient en remarquant
qu'il existe N > 1 et a € N tels que n*Cs C Cyrs pour k > a. Une remarque cruciale
pour la suite de notre construction est que 'on peut choisir les constantes a et N indé-
pendamment de n € W. On renvoie pour cela a la démonstration du théoreme 2.4 de

[33].
Remarque 5.2.13 Ici 'hypothese C et le fait que b < s sont nécessaires pour la preuve.

Théoréme 5.2.14 I existe un éventail infini A" de R® stable sous l'action de W dont le
support |A'| est (2\ Ly) U {0} et tel que A'/W soit un ensemble fini de cones.

On pose alors A := szfl(A/ ). C’est un éventail de E relativement a O, et on considere
la variété torique associée a A, qu’on note Xa.

Lemme 5.2.15 L’action du groupe H sur Xa est libre et propre.

Preuve : Afin de voir que 'action de H sur X est propre, on observe tout d’abord que
I’action du groupe H= ord(H) = H sur Mc(A) est propre (c’est le lemme m qui nous
dit que ord(H) = H). Ceci découle du lemme et du fait que la projection 7 de E
par rapport A H est injective sur |Al. Il est clair que Paction de H sur Xa est propre si
et seulement si Paction de H sur Mc(A) est propre car (S')" est compact.

A présent, le fait que ’action est libre est clair, puisque le stabilisateur sous 'action

de H d’un point # € Xa est un compact (c’est 'ensemble {z € H | z.{z} N {x} # 0}), et
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un sous-groupe compact de H = C! est nécessairement trivial. |

Par conséquent, le quotient X := XA /H est une variété et le diagramme suivant est
commutatif :

Xa (8)" Me(A) (5.3)

X - = Mc(r(A))

p((Sh)") = (8)

Le fait que le quotient Mc(A)/H soit homéomorphe & Mec(mz(A)) se vérifie de la
méme fagon qu’a la section [£.2.2.2] page [53

Lemme 5.2.16 Le groupe W = Z' agit sur X.

Preuve : Pour cela, nous allons voir que le groupe W “normalise” le sous-groupe H = C!
de (C*)", c’est-a~dire qu'une orbite de X sous 'action de H est envoyée par un élément
de W sur une orbite sous 'action de H.

Un calcul montre que, pour un élément n € W, l'isomorphisme torique associé (encore
noté n) vérifie, pour tout élément x € Xa et z = (21, ..., 2;) € C':

n(u(z) - @) = (i1 21, s Tsprpa(0)22) - ().
En effet, 'application n est équivariante par rapport a l'application :

i (CH"  — (CH)" | |
(t1, .y tn) +— (ti”’l R S ___7t‘1z%1 g m’tllln,l L t(:ln’")

ou a;; est I'élément (i,j) de la matrice de n dans la base Bx (voir par exemple [15],
théoreme 6.4 page 244). Ceci signifie qu’on a I'égalité n(c(z) - x) = 7(¢(2)) - n(z). Le fait
que 7(¢(2)) = t(ose11(N) 21, -, Osie4e(n)2¢) est clair vu la définition de ¢ (équation. [ |

Le groupe p((S")") = (S')"™ agit sur X et on note ¢ : X — Mec(rz(A)) Papplication
quotient pour cette action.

Lemme 5.2.17 L’application q est équivariante par rapport a l'action du groupe W.

Preuve : Il nous faut montrer qu’il existe une application ¢ telle que pour tout n € W
et x € X, q(n-x) = p(n)-q(zr). Pour un élément z € XA, on notera [z] := H.x et pour
z € Mc(A) on notera [z] := H.z l'orbite de z. Soient donc x := [zo] un élément de
X =Xa/HetneW;ona:qn-[z)) = q([nxe]) = [ord(nzy)] par le lemme et
la commutativité du diagramme ({5.3), ot ord : Xo — Mc(A) est 'application quotient
correspondant a l'action de (S')™ sur Xa.

Vérifions la propriété sur le grand ouvert (C*)" de X. La projection de E C Mc(A) par
I’espace H s’écrit, dans la base B’, comme la projection sur les s premieres coordonnées.
On a:

1
ord(zg) = —%(log|x1|,...,log|xn|),
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et
1 a1 a1 an,1 An.n
ord(nwo) = —5—(log(|a§"" -+ 251}, log([af™ - ))
1 n n
= T ox (Zaulogm’a-~vzan,ilog’$i|>
i=1 i=1

= 1 -ord(zy).

Par densité du grand ouvert (C*)" dans la variété Xa, ceci est encore vrai sur tout Xa.
On en déduit alors que q(n - [xo]) = q([nzo]) = [ord(nzo)) = [pord(zy)] = nlord(xy)] =
nq([zo]), ce qu'il fallait démontrer. |

Notons 7y, ...,m, une famille de générateurs de W. Quitte a prendre leurs inverses
si nécessaire, on peut supposer que chacun d’entre eux vérifie ce qui nous appellerons

'hypothése CT, a savoir (| n¢C C L, pour tout i € {1, ...,b} et tout come C C QU {0}
aeN

non dégénéré fermé (voir la remarque [5.2.12| qui suit la proposition |5.2.11]). Considérons
le sous-espace affine

Hy(= R*) == {( Ly Tsy) | X1, 2ey € R} € E/H > R®,

1.1
——
b fois

et notons H; := n;(Hy) pour i compris entre 1 et b. On appelle alors B I’enveloppe convexe
de Ho, Hl, ey Hb-

Lemme 5.2.18 Notons By, la projection de l’ensemble B défini ci-dessus sur les b pre-

miéres coordonnées. Alors on a l'égalité d’ensembles U n(By) = (RN’ et l'ensemble
new

U n(By) est borné, ot W' désigne l’ensemble des éléments de W dont l'une au moins

new\wt
des b premieres composantes est supérieure ou €gale a 1.

Preuve : La premiere assertion est simplement une conséquence du fait que W est un
réseau dans R®. Quant & la seconde, elle découle du fait que tout élément n de W \ W!
vérifie n; < 1 pour tout i € {1,...,b}. |

Lemme 5.2.19 L’action de W sur U := Mc(nz(A)) \ [Q* est libre, proprement discon-
tinue et possede un domaine fondamental compact. C’est donc aussi le cas pour ’action
de W sur la préimage U := ¢~ (U) dans X.

Preuve : Le fait que 'action soit libre et proprement discontinue découle du théo-
reme [3.2.19 Par le théoreme [5.2.14] il existe un ensemble fini de cones ¥ := {07, ..., 04}
tel que W - ¥ = A’. On garde les notations introduites précédemment, c’est-a-dire que
N1, ..., M est une famille de générateurs de W vérifiant 'hypothese Ct et B est le méme
ensemble que celui défini ci-dessus. On consideére 'adhérence D (dans Mec(mz(A))) de
I’ensemble

D:=| |Jni=hnB|u(l=n | J n(B)
new+ newl

Dy Do
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ou |X| désigne la réunion des cones de X, W est ensemble des éléments n de W véri-
fiant 'hypothése CT auquel on ajoute I'dlément neutre de W et W' est I'ensemble des
éléments de W dont 'une au moins des b premieres composantes est supérieure ou égale
a 1. Remarquons en particulier qu’'on a W+ c W', La figure est une illustration de
I'ensemble D pour s =2 et b= 1.

Pour conclure la preuve de ce lemme, il suffit de démontrer que D est un domaine fon-

Hy H;

N\
.0’0‘
AL

2
S
-

/

Q

\

%
S
R

%

N\

%,

FIGURE 5.1 — Le domaine fondamental D.

damental compact pour 'action de W.

Pour la compacité, remarquons en premier lieu que ’ensemble D; est borné. C’est une
conséquence de la preuve de la proposition [5.2.11] En effet, en les b premieres coordonnées
un élément de D; est clairement borné vu la définition de B, tandis que pour les s — b
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dernieéres coordonnées, on observe (voir la remarque que N*Cs C Cyeg pour a € N
assez grand, 6 > 0 et N > 1. Ainsi, les éléments de D; sont situés dans un cone Cs pour
un § > 0 bien choisi. La forme de Cjs (voir I'égalité (5.2)) montre que si les b premiéres
coordonnées sont bornées (ce qui est le cas), nécessairement les s — b derniéres le sont
également.

Intéressons-nous a présent a I’ensemble D,. Son adhérence est la réunion des adhérences
des ensembles 0N, cyy1 7(B) pour o € X. Un tel ensemble est alors inclus dans o\ B(0, C)
pour une constante C' > 0. En effet, soient z = (71, ...,z,) € B et n € W'. Supposons
que 71 = 1 (pour chaque n € W1, il existe un entier i < b tel que 7; > 1); on a alors les
inégalités suivantes :

)|* =

I Zm #} > et > 2l > mingy] > 0.

La derniere inégalité provient du fait que la projection de I’ensemble B sur les b premieres
coordonnées est un compact de R® ne contenant aucun point dont I'une des coordonnées
est nulle. Ainsi les constantes C; := min,ep y? pour i € {1,...,b} sont toutes strictement
positives ; si 'on note C' la racine carrée de la plus petite de ces constantes, on obtient fina-
lement I'inégalité : [|[n(z)| = C. Ainsi adhérence de D, est compacte, par le lemme[3.2.12]

Montrons a présent qu’il s’agit bien d’'un domaine fondamental.

Pour le voir, on remarque tout d’abord que pour tout z € Q \ L, il existe deux
éléments 7 et € W tels que « € n(|S|) N/(B). A présent (et si n # 1), on a ou bien
n~in’ € W+ C W' ou bien /= € W*. On a alors respectivement ou bien n7(z) €
|%| Ny~ (B) ou bien n'~(z) € ny *(|X]) N B. Si x € Ly, c’est le lemme qui
permet de conclure, car BN L, C D.

Il reste a traiter le cas des points situés sur les composantes “a l'infini”. Par la seconde
conclusion du lemme [5.2.18] on sait qu’il existe une constante C’ > C' telle que pour tout
cone o de notre éventail, on ait

o\ B(0,C") = [on | n(B) |\ B(O,C).

newl

Soit x = y + oo - 7 un élément d’une telle composante a 'infini. Introduisons quelques
notations : soit 7 la projection de R* sur (R®)” parallelement a L(7), soit o le cone de
dimension s comprenant 7 comme face et tel que w(y) € w(o), et soit g € W tel que
g(o) € ¥ (Pexistence d'un tel g provient de la définition de 3J). On a :

g(r) = g(y) + o0 - g(7).

Quitte a remplacer y par y + w avec w € L(T), on peut supposer que y € o, donc
g(y) € g(o) et on obtient la conclusion. Il reste simplement & prouver l'existence de o.
Pour cela, on considére un ensemble de générateurs {vy,...,vx} du cone 7, de sorte que
I'on ait

T=Ryov1 + -+ Ryovg.
On s’intéresse alors a la boule ouverte de rayon € > 0 centrée autour du point vy :=
v14- -4y, € 7. Btant donné que le support de notre éventail est I'ensemble (Q\ L, )U{0},
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il existe un ¢ > 0 assez petit pour que B(vg,e) C Q2 \ L. Ensuite, quitte a choisir un
e > 0 plus petit, on peut supposer que B(vg,e) n’a d’intersection non vide qu’avec des
cones contenant 7 comme face. Ceci provient du fait que I'action de W est libre. On a
terminé, puisqu’alors

B(vg,e) = B(vg,e) N | ] o

o>T
dimo=s

L’image de B(vg, €) par la projection 7 est un voisinage ouvert de 0 € 7(R®) et ’ensemble

m( U o) est une union de cones, donc il est préservé par les homothéties de rapport

o>T
dimo=s

positif. Par conséquent ( U o) = 7(R?%) et il existe un come o € ¥ contenant 7 comme

o>T
dimo=s

face et tel que l'on ait 7(y) € 7(0). |

Comme conséquence du lemme précédent, nous obtenons la

Proposition 5.2.20 Le quotient Y:= U/W est une variété complexe compacte de dimen-
ston s +t.

Remarque 5.2.21 Avant de conclure cette section, regardons de plus pres ’ensemble U.
I1 contient une partie du groupe de Cousin Cyy comme ouvert dense (on note Uy := UNCy
cet ouvert) et on lui rajoute des diviseurs a I'infini pour “compactifier” le quotient de Uy par
W. En fait, ces diviseurs sont des variétés LVMB “généralisées” au sens du théoreme 4.5.2

En effet, la préimage de U \ Uy dans X est 'ensemble U ord(o). Soit 0 = Rygv un

sEA\{0}

cone de dimension 1 de A, avec v € o(Ok). Alors, la variété torique orb(c) est obtenue
en projetant l'ensemble des cones de A qui contiennent ¢ comme face (on note A’ cet
ensemble) par L(o) (voir section 2.3.7). On note 7, : E & R* — E/L(0) = R"!
cette projection. Ceci nous donne un éventail fini 7,(A’) de £/L(0) et comme 'espace H
intersecte trivialement o(Of), les images de H et 0(Of) par 7, ont aussi une intersection
triviale dans E/L(c). Notons 75, la projection de E/L(c) par rapport a m,(H) ; elle est
injective sur |m,(A)]. On sait que Péventail 7 71 (7 (A")) est complet car 'adhérence de o
dans Mc(7(A)) est compacte par le lemme . Toutes les hypotheses du théoréme[4.5.2)
sont donc bien satisfaites.

5.2.3 Invariants

Lemme 5.2.22 L’ouvert U n’admet pas de fonction holomorphe non constante.

Preuve : La variété X contient le groupe de Lie Cy comme ouvert dense (voir corol-
laire [5.2.2)). Comme Uy = U N Cy est un ouvert du groupe de Cousin Cj stable par le
sous-groupe maximal compact de Cy (isomorphe & (S!)), il ne possede pas de fonction
holomorphe non constante par le lemme [2.2.7 ]

Proposition 5.2.23 La dimension de Kodaira de Y est —oo.

Preuve : On appelle p 'application de W dans C* qui a v € W associe le produit
o1(7) X+ - Xopm(y) ot m = s+t. Soient Xy, ..., X, les champs de vecteurs sur X qui forment
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une base de TX et qui vérifient, pour tout v € W, I'égalité v*(X;) = o;(7)X;. On appelle
Wi, ..., Wy, leurs 1-formes duales respectives. Pour un élément v € W et i € {1,...,m}, on
a alors v*(w;) = o, '(7)w; car v : X — X est holomorphe donc v*(w;) reste la 1-forme
duale de v*(X;). On a en particulier

V(XA AXy) =p() . Xg A A X,

et
Y (Wi A Awp) = p(Y) Lwr A Awp,.

On appelle 7 le pushforward sur Y de X;A- - -AX,,, c’est un élément de ['p (Y, K;1®Lp)
ou L, est le fibré plat au-dessus de Y associé a p.

Raisonnons par l'absurde et supposons que kod(Y) > —1, i.e. qu'il existe une section
holomorphe du fibré K& pour un entier & > 1, qu’on appelle w. Alors 7% est un élément
de T'n(Y, K;k ® L’;) et fi=w(th) e To(Y, L’;) est une fonction holomorphe, qui se releve
en une fonction holomorphe f : U — C vérifiant f(’y(p)) = p(7) f(p) pour tout p € U et
v € W. Comme U n’admet pas de fonction holomorphe non constante, la fonction fest
nécessairement constante égale a 0 et f aussi. De plus, 7% n’est pas identiquement nul sur
un ouvert dense de Y, w est également non nulle sur un ouvert de Y, donc w(7*) = f ne
peut pas étre identiquement nulle, une contradiction. |

Proposition 5.2.24 On a la minoration suivante : dim H*(Y, O) > b.

Preuve : Soit p : W — C un morphisme de groupes. Nous allons construire un C-fibré
principal au-dessus de Y a partir de p et montrer que la trivialité de ce fibré entraine celle
de p, ce qui donnera I'inégalité souhaitée. On considere I'action de W sur le produit U x C
définie par
0.(u,w) = (a(u), w + p(cr))

pour 0 € W, u € U et w € C. Le quotient F' := (U x C)/W est un C-fibré principal
au-dessus de Y, l'action de C sur un élément [u,w] := W.(u,w) € F étant donnée par
z.Ju, w] := [u,w + z]. Si le fibré F est trivial, il possede une section globale, c’est-a-dire
qu’il existe une fonction holomorphe f : U — C vérifiant I'égalité f(o(u)) = f(u) — p(o)
pour tout ¢ € W et u € U. La fonction f étant constante, on trouve que p = 0. [ |

Corollaire 5.2.25 La variéte Y est non kdhlérienne.

Preuve : SiY était de Kéahler, on aurait une contradiction avec la proposition précédente,
car cela entrainerait by(Y) = b > 20b. |

5.2.4 Un exemple

Nous allons reprendre la constructions précédente avec un exemple concret ; le corps K
choisi est de degré 4 sur Q et est associé a un nombre algébrique o qui est un nombre de
Salem.

Définition 5.2.26 On appelle nombre de Salem tout nombre réel algébrique v > 1
tel que tous ses conjugués (les autres racines de son polynome minimal) aient un module
inférieur ou €gal a 1, avec égalité pour au moins l'un d’entre euz.
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Remarque 5.2.27 En utilisant le fait qu’il possede une racine de module 1, on démontre
aisément que le polynome minimal P d’un nombre de Salem ~ est un palindrome, c’est-
a-dire qu’il vérifie I'égalité X96PP(1/X) = P(X), ce qui entraine que les racines de P
sont 7, 1/ et des nombres complexes de module 1. En particulier, le polynome minimal
d’un nombre de Salem est de degré supérieur ou égal a 4 et un nombre de Salem est
nécessairement, une unité de degré pair.

Exemple 5.2.28 (Voir [3], p. 85) On peut décrire tous les polynomes de degré 4 qui
sont polynomes minimaux d’un nombre de Salem:; ce sont les polynomes de la forme
X+ X34+ X2+ X +1avec2(qn — 1) < ¢o < —2(q1 + 1). Le plus petit nombre de
Salem de degré 4 a pour polynéme minimal X% — X% — X2 — X + 1.

On considere le polynéme P(X) := X4 — X3 — X2 — X + 1. Ses racines sont a ~ 1,722
(il s’agit d'une valeur tronquée), a~!, 3 et 3 olt B est un nombre complexe de module 1.
On note 01,09, 71 et 72 les plongements associés du corps K := Q[X]/(P) dans R (pour
les deux premiers) et C pour les deux derniers (qui sont conjugués).

Une base d’entiers de K est (1,a,a? a?), ce qui nous donne (via I'application o) la

1 o o2 o
1 a~! a? a3
4 oot . _
base de C* suivante : | By = 1 , 3 , 32 , 33
= —2 —3
1 B 5 B

De plus, le groupe O} est engendré par les deux unités o et 1 — . Comme s = 2,
on a nécessairement ) = N x L, avec h = dimN = 1 = dimL = b (on renvoie au

lemme [5.2.7] pour les notations). On vérifie aisément que le sous-groupe |W = (a)z| de
Oj, vérifie I'hypothese C (et est de rang [b = 1]).

a 0 00
. 0 at 0 0 . 4 ,
On note M la matrice diagonale 0 0 8o | L’action de W sur C* est donnée
0O 0 08

par cette matrice.
Dans la base By, 'application associée a la matrice M s’écrit

S O = O
O = O O
_— o O O
—_ =

Il s’agit de la matrice compagnon associée au polynome P.

On considere le sous-groupe H := {(0,0,0,z) € C* | z € C} de C* agissant additive-
ment (donné dans la base canonique).

La matrice de passage de la base canonique a la base Bx est une matrice de Vander-
monde. Par conséquent, on sait facilement l'inverser :
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Lemme 5.2.29 L’inverse d’une matrice de Vandermonde

1 2 a2 o apt
1 x? . gt
n—1
Lp—1

2
1 xpy i,

(avec les x; différents deuz a deuz) est la matrice dont I’élément (i, j) est donné par :

<_1)(n_1)_ie(n—1)—i('r07 Ty, ... @7 ceey xn—l)

— bl

({L‘j — ZL‘Q)(I]‘ — ZEl)...(ZEj — ZL'])(QTJ — xn—l)

ou ey est la k-éme fonction symétrique élémentaire a n — 1 variables.

Ainsi, dans la base B, le groupe H s’écrit {(—fz,5(1 — 8)z,(8 —1)z,2) | z € C} et
le plongement ¢ : H — (C*)" est donné par

U(2) = (e~2m% 2imB(-B)z 62m(§—1)z’ e2im=) |

On cherche un éventail de R? dont les cones sont engendrés par des éléments de 753 (Of)
et qui soit invariant sous l'action de W. Le cone Q C R? est le demi-plan ouvert R x R.

On prend par exemple les cones oy et oy engendrés respectivement (sur Rsg) par les
vecteurs (1,1), (o, a™!) pour le premier et (1, —1), (o, —a™!) pour le second. On regarde
alors I'éventail A’ engendré par W.{oy, 05}. Pour une illustration de la situation dans R?
on renvoie a la figure [5.1]

Pour conclure, remarquons que les diviseurs rajoutés a U, pour que le quotient par
W soit compact sont des chaines de surfaces de Hopf. En effet, soit 0 € A C E =~ R* un
cone de dimension 1. On remarque que le quotient de orb(c) par H est nécessairement
une surface de Hopf par le théoreme de Potters concernant la classification des surfaces
complexes compactes presque homogenes ([32]).




Chapitre 6

Dimension algébrique des variétés
oT

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons généraliser les résultats d’'un article de C. Vogt (voir [36]).
Son article traite des fibrés en droites au-dessus de groupes Cousin et nous allons nous
restreindre au cas d'un owvert d’'un groupe de Cousin dont le relevé dans C" est un
domaine convexe. La plupart des preuves données ici sont des adaptations directes de [30]
et [1] et on signalera les modifications importantes des démonstrations originales au fur
et a mesure. L’'objectif est ensuite d’utiliser les résultats obtenus au cas des variétés OT,
pour montrer que leur dimension algébrique est nulle.

6.2 Un résultat de Vogt

6.2.1 Généralisation
6.2.1.1 Préliminaires

Dans la suite, on étudie un domaine (i.e. un ouvert connexe) U d'un groupe de Cousin
X = C"/A dont la préimage U = 7~ (U) dans C™ est un domaine convexe (ol 7 : C" —
C"/A est 'application quotient). En particulier, U n’admet pas de fonction holomorphe
non constante (c’est le lemme et U est stable par RA et est de Stein.

Définition 6.2.1 Un facteur d’automorphie sur U est une application o : A X U — C*
qui vérifie :

a) oy : U — C* (00 ax(z) := a(), 2)) est holomorphe pour tout A € A,

b) a(0,2) =1 pour tout z € U,

¢) a(A+ X, 2) = a(\ 2+ N)a(X, 2) pour tous \, N € A, z € U.

Si a est un facteur d’automorphie, il existe pour chaque A € A une fonction holomorphe
ay : U — C (unique a une constante 2imk, pres, avec ky € Z) telle que a()\, z) =
exp(ax(z)). On notera a(A, z) := ay(2).

Définition 6.2.2 Une application a : A X U— C est appelée un sommant d’automor-
phie si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

81
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a) ay: U— C est holomorphe pour tout A € A,
b) a(0,z) =0 pour tout z € U,
¢) aA+ N, z) =a(\ z+N) +a(N,2) pour tous \, X € A et z € U.

Si L % U est un fibré en droites holomorphe, alors le pull-back
mL:=Uxy L={(z,0) €U x L | n(z) = p(v)}

est un fibré en droites holomorphe au-dessus de U et donc analytiquement trivial car U est
de Stein. Soit ¢ : 7L — U xC une trivialisation de 7* L. Alors 'application «

(z,0) — (2,¢:(v))

définie par a: A x U — C est un facteur d’automorphie.
(\2) — gl
Siy: L — UxC est une autre trivialisation de 7*L, I’application h :

i (20) — (2(0))
U — C* qui & z associe 1,¢. ! est holomorphe. Si 3 est le facteur d’automorphie associé
a 1, alors on a I'égalité

B, 2) = h(z 4+ Na(X, 2)h ' (2). (6.1)

Cecl nous amene a introduire la définition suivante :

Définition 6.2.3 Deux facteurs d’automorphie o et 3 sont_dits équivalents s’il eriste
une fonction holomorphe h : U — C* telle que ’équation soit satisfaite.

AN

A chaque fibré en droites L sur U on a associé une unique classe d’équivalence de
facteurs d’automorphie. Si o : A x U — C* est un facteur d’automorphie, on construit
un fibré en droites L sur U en regardant le quotient de U x C par I'action de A définit
comme suit :

A(z,0) = (z+ A\ a(A, 2)v)

pour)\EA,zefjetveC.
Alors on a la proposition suivante :

Proposition 6.2.4 [] existe une bijection entre les classes d’équivalence de facteurs d’au-
tomorphie et les classes d’isomorphismes de fibrés en droites au-dessus de U.

Enfin, nous allons utiliser deux formes “normales” pour le réseau définissant les groupes
de Cousin qu’on étudie (voir [36], propositions 1 et 2) :

Proposition 6.2.5 Soit X = C"/A un groupe de Cousin. Alors le rang réel de A est
r=n—+mavecl <m<net:

1. Le groupe de Cousin X posséde une base de périodes (i.e. une base de A) de la
forme P = (I, S); un réseau A défini par une telle matrice donne un groupe de
Cousin si et seulement si ‘oS & Z™ pour tout o € Z™ \ {0}.

0 T
I,.m R
ouT = (I, S) est la base de périodes d’un tore complexe de dimension m et R est
une matrice réelle; un réseau A défini par une telle matrice donne un groupe de
Cousin si et seulement si ‘o R & Z*™ pour tout o € Z"~™ \ {0}.

2. Le groupe de Cousin X possede une base de périodes de la forme P =
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6.2.1.2 Généralisation des résultats de Vogt

Proposition 6.2.6 Soit L P U un fibré en droites décrit par un facteur d’automorphie
a: A xU — C* et pour tout A € A, soit

ay : [7 — C
z — a()\2)
une fonction holomorphe telle que a(\,z) = exp(a(), z)). Les conditions suivantes sont

équivalentes :
a) Le fibré en droites L est topologiquement trivial,
b) il existe un sommant d’automorphie b: A x U — C tel que a(), z) = exp(b(A, 2)).

Preuve : Montrons I'implication |a) = b) |: comme L est topologiquement trivial, il existe

une section continue s : U — L qui ne s’annule jamais. Alors il existe une fonction conti-
nue f: U — C* telle que f(z+ A\) = ax(2)f(z) pour tous A € A, z € U. Soit h: U — C
une fonction continue avec f = exp(h). On a alors h(z + \) = ax(2) + h(z) + 2ink, ou
kx € Z. En posant b(\, z) := ax(z) + 2imk), on obtient un sommant d’automorphie qui
définit le méme facteur d’automorphie que a.

A présent, démontrons l'implication M . il suffit de montrer qu’il existe une fonc-

tion continue h : U — C vérifiant h(z + A) = ax(z) + h(z). Soit (U;);es un recouvrement

localement fini de U tel que 7~ H(U;) = I_I V; + A, avec la condition que la restriction de

AEA
7 & chaque V; + X soit un biholomorphisme avec U;. On pose 7; : (|y,) ™' : U; = V; et on

appelle (p] )jes une partition de I'unité subordonnee au recouvrement U;. On deﬁmt alors
h; sur U de la facon suivante : soit z € U. S'il existe un élément \ € A tel que z € V; + A,
alors on définit u := 7; ~1(2) et on pose h;(z) := pj(u)ax(rj(u)), sinon on pose h;(z) := 0.
Comme a est un sommant d’automorphie, on obtient que h =) ; hy vérifie la Condition
voulue. |

Proposition 6.2.7 Soit A C C" un réseau dont la base est donnée sous la forme (I, S).
Alors tout sommant d’automorphie b : A X U — C est équivalent a un sommant d’auto-
morphie a : A X U — C avec les propriétés suivantes :
a) a(o,z) =0 pour tout o € Z",
b) pour tout X\ € A la fonction holomorphe ay : U — C est Z"-périodique.
z — a(\z)

Preuve : La projection 7 : C* — X se factorise via C"/Z" :
cr = CcY7t S X,

avec m = T o M. Remarquons que 7r2((7 ) est de Stein (par le théoreme de Grauert-
Docquier). Soit L le fibré en droites défini par le sommant d’automorphie b. Par la pro-
position précédente, L est topologiquement trivial et donc 7] L aussi. Puisque tout fibré
en droites topologiquement trivial sur une variété de Stein est holomorphiquement trivial,
on peut choisir une trivialisation de 7*L comme le pullback d'une trivialisation de 7} L.
Le sommant d’automorphie a : A x U — C défini en utilisant cette trivialisation est équi-
valent & b et vérifie la condition a). La condition b) découle de a) en utilisant la définition
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d’un sommant d’automorphie. [ |

Remarque 6.2.8 Afin que la preuve de Vogt soit toujours valide, il est important de
remarquer que mo(U) est de Stein.

Proposition 6.2.9 Soit A C C" un réseau dont la base est donnée sous la forme

0 T
P (G ),

et tel que X = C"/A soit un groupe de Cousin. Alors tout sommant d’automorphie b :

AxU = C est équivalent a un sommant d’automorphie a : A X U—C ayant les propriétés
sutvantes :
a) a(X, z) = a(\, zmi1, .oy 2n) pour tout X € A,

b) a(\, z) =0 pour X € ( anm ),

c) Pour tout A\ € A, la fonction holomorphe ay : U — C est ( Zno_m )—
z > a(\2)
périodique.
Preuve : Il suffit de construire une fonction holomorphe g : U — C avec b\ z) =

g(z+AN)+a(A, z)—g(z) (par définition de I’équivalence de deux sommants d’automorphie).
Pour avoir la condition a), la fonction g doit vérifier

dg ob

823 —(\, 2), pour j € {1,...,m}.

L’existence d'une telle fonction g découle de celle d’une application holomorphe

h=(hi,....hm): U — C™

vérifiant
0b
il +3) = y(2) = £ (0 2),
j
Oy Dby ey (6:2)
25, 32] pour i, j )

Pour construire ces fonctions h;, on se ramene a une base de A sous la forme (1,, S;) par
un changement de coordonnées linéaire. Dans les nouvelles coordonnées, on peut supposer
que b est comme dans la proposition précédente. A T’aide des conditions données par ,
on obtient i comme une série de Fourier formelle dans les nouvelles coordonnées, puis nous
devrons montrer qu’elle converge sur U.

Soit T'= (I, S) et R = (R; Rs). On pose

I, 0 o I,
e (B Yo ().

Dans les coordonnées w := Az, une base de A est donnée par

0 I, S
AP—(gﬂlo —ms+m)'
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Le sommant d’automorphie b correspond au sommant d’automorphie

Vi AAxU — C
(AN, w) — b\, A7 w)

On peut encore supposer que b* est comme dans la proposition précédente et alors ces
conditions s’expriment comme suit pour b :

a) b(Av Z) =0 pour A c A*IZ” ou Ail = [m 0 ,
Ry I,

b) la fonction by : U — C est A~1Z"-périodique (en particulier cette fonc-
z — b(\ 2)
tion est < Zno_m )—périodique) pour tout A € A.

Ainsi, on peut supposer que les conditions b) et ¢) de la proposition sont déja vérifiées
par le facteur d’automorphie donné b. Nous allons construire une fonction holomorphe
Z"-périodique B

h*=(hi,...,h;):U—C"

telle que

h*(w + ¢;) — h*(w) = (grad b*)(¢j, w)A;, pour j € {1,...,m}

6.3
Dh* - A; est symétrique, (6:3)

S

ou Q= (q1, ., qm) = ( RS+ R, sont les m dernieres colonnes de AP, et ou Dh*

est la matrice jacobienne (complexe) de h*.

Lafonction h: U —s C, est alors holomorphe, A~1Z"-périodique et vérifie .
z — h*(Az)

En développant en série de Fourier

b*(qj,w) = ij7gexp(2i7rtow),

oEL™

h*(w) = Z he exp(2itiow), ol hy = (Mg s Pmo)s

oEL"
en reportant dans (6.3) et en identifiant les coefficients, on obtient :
he(exp(2intoq;) — 1) = 2in'oc A1bj,, pour o € Z" et j € {1,...,m}.

Pour o = 0, ceci est vérifié pour tout hy. Pour o # 0, il existe un certain j = j, tel que
exp(2irtoq;,) — 1 # 0 par la proposition Posons

2i7TtUA1 bj,g

o exp(2imtogq;) — 1

pour un tel j (c’est un vecteur a 1 ligne et m colonnes). Il découle de la partie ¢) de la
définition d’un sommant d’automorphie (définition |6.2.2]) que h, ne dépend pas du choix
de j. En effet, b* étant un sommant d’automorphie, on a

b (g + g5, w) = b"(qi, w+ gq5) +b"(g5, w)
b* (g, w + q;) + 0" (g, w);
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en identifiant les coefficients du développement en série de Fourier de b* on obtient bien
I'indépendance de h, en fonction de j.
Alinsi,

h*(w) = Z he exp(2imtow)

oezm\{0}

(avec les h, que I'on vient de définir) est une solution formelle de (6.3]), qui vérifie aussi la
condition que Dh*A; soit symétrique. Il reste a prouver la convergence de cette série sur
U. Pour cela nous allons majorer les coefficients h, (en norme) par les coefficients d’une
série de Fourier convergente. On considere la matrice

27:7Tbj70'

Cx — t <
hoS(5) = exp(2irtog;) — 1 7AS(S)

_ 2imhj o ty 3(9)
~ exp(2intog) — 1 —Ri¥(9)
2i7Tbj o

= 2 oo
exp(2irtoq;) — 1 o3(Q).

Finalement, on a I'égalité de matrices suivantes :

2t o¥(Q)bj 0
 exp(2intog) — 17

Si exp(2imtoq,) — 1 est nul pour un certain k alors c’est aussi le cas de ‘o(g) qui est
la k-eme composante (he3(S5))r, du vecteur h,3(S).
Si exp(2intoq;) — 1 # 0, alors

2im' o 3(q;)bj.0

a exp(2irtog;) — 1

Les nombres ¢, := "03(g;)b;» sont les coefficients de la série de Fourier de la fonction
(grad b*)(gj, w)(g;), qui converge sur U. Fixons 0 < ¢ < 1, si |exp(2in’ogq;) — 1] > e,
alors

|(heS(5));] < Cilejol,

avec Cy = 2re 1. Si |exp(2inioq;) — 1] < €, alors
In(1 —¢) < 27'03(q;) < In(1 +¢).

21t o3(q;)

Ainsi [(h,3(5));| < 1 bjs] < Cslbjs|, puisque la fonction z +—

exp(—2m'o3(q;)) —
—z/(exp(z) — 1) est bornée sur [In(1 — ¢),In(1 + €)]. Si on pose

o= o, (sl ol

alors les d, sont les coefficients d’une série de Fourier qui converge sur U et puisque
%<S) S GL(m,C) on a
[holl < CsllheS(S)]| < Cd,.
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Ainsi la série de Fourier de h* converge sur U ; nous avons donc construit une fonction
~ . 0 e o e :
h:U — C™ qui est < gn-m )—penodlque et qui vérifie 1} On définit alors la fonction

g:ﬁ—ﬂCpar

m

1
g(z) == Z (/ hji(tz1, .oos tzm, Zmat, ...,zn)dt) 2.
0

j=1

Cette fonction est bien définie sur U puisque U est stable par RA, donc en particulier
par RA NiRA = C} (qui est égal a {(z1, ..., 2m, 0, ...,0) € C"} pour ces coordonnées). La

0
fonction g est holomorphe, _m |-périodique et on a 99 _ hy pour k € {1,...,m}

7" 6’zk
donc
0
8_%(9(3 +A)=g(2) = Mz +A) = Ig(2)
= 8676()\’2) pour A € Pet k€ {l,....,m}.
k

On en déduit que a(, 2) := —g(z + A) + b(\, 2) + ¢g(z) ne dépend pas des m premieres
coordonnées ; le sommant d’automorphie a ainsi défini est donc équivalent a b et vérifie
les propriétés voulues. |

Théoréme 6.2.10 Soit U un ouvert d’un groupe de Cousin X = C"/A dont la préimage
U dans C" est un domaine convexe; alors si L est un fibré en droites topologiquement
trivial sur U, on a H(U,L) # 0 si et seulement si L est holomorphiquement trivial.

Preuve : La condition suffisante est claire, on regarde donc la condition nécessaire. On

choisit la “seconde forme normale” du réseau . Puisque L est topologiquement trivial, la

proposition nous dit qu’il provient d’'un sommant d’automorphie a : A x U — C. Par

la proposition [6.2.9| ci-dessus, on peut supposer que 1’on a les deux conditions suivantes :
- a(\ z) = a(\, zma1, ..., 2,) pour tout A € A et

cay:U—C, 20 a(A, z) est < anm )—périodique pour tout .

Alors on développe a, en série de Fourier :

-t
a}\(z) _ E CL)\JGQZF 0. (Zm41eey zn)

oezn-m

Puisque a est un sommant d’automorphie, nous avons (pour tous A, \' € A et tout
zeC"):
a,\(z —|— )\,) + CL>\/(Z> = a/\/(z + /\) —I— a,\(z)

d’ou :

2i7rt0)\’2) 2i7rta>\2>

aro(l—e =ays,(l—e

pour A\, X € A (et ou Ay [resp. A] désigne le (n — m)-uplet formé des n — m dernieres
coordonnées de A [resp. \']).
On veut étendre I'application a a RA x U, de sorte qu’elle vérifie

a(z+2',2) =a(x,z+ 2') + a(2’, 2) pour x,2" € RA, z € C". (6.4)
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Pour un élément de RA de la forme x = r\, on définit

27,7r7" 2% , ( )
2 o (Zm4-1,0-,2n
Z a)‘g 217rt0)\2 € '

Si ‘o)X € 7Z, alors le quotient dans cette définition est remplacé par la quantité

1 — eirt
lim =r
t—0 1 — t

On voit alors que la série définissant a(z, z) est convergente car pour un réel r fixé,
les facteurs par lesquels on a multiplié les coefficients de la série de Fourier de a) sont

uniformément bornés (par r).
n+m

A présent pour un élément quelconque z = Z r;A; de RA, on définit a(z, 2) a aide
j=1
de ’équation ((6.4]). L’application a ainsi construite est différentiable.
Considérons a présent une section s de L. Nous allons montrer que si s s’annule
en un point, alors elle est identiquement nulle. Cette section correspond a une fonction
holomorphe f : U — C, vérifiant

flz+ ) = ea(k’z)f(z) (6.5)

pour tout A € A. B
Soit a présent 2y € U, on s’intéresse a ’application suivante :

ty: RA — C.
x> f(z+ x)eo®20)
Alors, pour A € A, on a :
tzo(x+)\) _ ZQ+$—|—)\) —a(z+A,z0)

_ EZO + 3)ea(hzo+a)—ala+Az0)
= flzo+ z)em e

= t,(x).
Ainsi t,, est une fonction A-périodique donc bornée par une constante C,,. Il en découle

que pour z € RA,
720 + )] < O] = Cpeees) (6:6)

On veut que sur C}', le sous-espace complexe maximal contenu dans RA, la fonction
x — Ra(x, z) soit bornée. Pour cela nous allons modifier quelque peu l'application a. 11
existe une unique application linéaire g,, : C{* — C qui vérifie R(g,,(A1)) = R(a(A1, 20))
pour tout A € A. _

On considere alors le sommant d’automorphie a,, : A x U — C défini par :

azo(Aa Z) = a()‘a Z) — Gz (Z + )‘) + gZ()(Z) = CL()\, Z) - gZO(A)7

il définit le méme fibré en droites que a. Ainsi, quitte a remplacer a par a,,, on peut a
présent supposer que R(a(A, z9)) = 0 pour tout A € A. Pour x € C{ et A € P, on a

a(ﬂf + )\1, Zo) = CL(ZB, 20 + )\1) + &()\1, Zo)
= CL(CC, ZO) + a(Al) ZO)
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(puisque par hypothese sur a, en son second argument elle ne dépend que des n — m
derniéres coordonnées), donc la restriction de Ra a C} x {zo} est T.Z*™-périodique donc
bornée. Ainsi, la restriction de f(zg+ - ) a C}* est une fonction holomorphe bornée donc
constante et ceci pour tout élément zy de U. On en déduit alors que f est indépendante
des m premicres coordonnées; on peut donc voir f comme une fonction holomorphe sur
Uy = {2z | z € U}. Les zéros de f sont (I,_,, R)-invariants, vu la condition . Comme
C"/A est un groupe de Cousin, il n’existe pas d’élément o € Z"~™ \ {0} avec ‘o R € Z*™
donc le groupe engendré par (I,,—,,, R) est dense dans R"~™. Il en découle que si f(w) =0
pour un élément w € ﬁg, J est nulle sur w + R™"™™ donc sur I'intersection de (72 et du
sous-espace vectoriel complexe de C"™™ engendré par w + R*™™, ie. Uy NC*"™™ = Us,.
Ainsi, si s est une section non identiquement nulle de L, elle ne s’annule jamais et donc
L est holomorphiquement trivial. |

Pour terminer, nous démontrons un lemme qui est une traduction de la proposition
précédente et qui nous sera utile dans la section suivante :

Lemme 6.2.11 Soit U un ouvert d’un groupe de Cousin X = C"/A dont la préimage U
dans C™ est un domaine conveze et soit D un diviseur de U. Soit L le fibré en droites
au-dessus de U associé a D. Alors L n’est pas topologiquement trivial, i.e. sa premiére

classe de Chern ¢,(L) € H*(U,Z) est non nulle.

Preuve : Supposons que L soit topologiquement trivial. Par le théoreme [6.2.10, comme
il possede une section (non identiquement nulle) s; donnée par D, il est holomorphique-
ment trivial. Cela signifie qu’il possede une section holomorphe s, qui ne s’annule jamais.
Le quotient s;/s9 est une fonction holomorphe non constante sur U (puisque s; s’annule
sur D et pas en dehors de D), une contradiction. On peut également remarquer que s;
s’annule sur D donc est identiquement nulle par la preuve du théoreme précédent, ce qui
mene directement a une contradiction. |



90 CHAPITRE 6. DIMENSION ALGEBRIQUE DES VARIETES OT

6.2.2 Application aux variétés OT.

L’objectif de cette section est de démontrer que la dimension algébrique d'une variété OT
est nulle. On rappelle d’abord brievement la construction de ces variétés, puis on démontre
ce résultat en mettant en applications ceux de la section précédente : le théoreme [6.2.10
en particulier.

6.2.2.1 Préliminaires

Soit K un corps de nombres de degré n sur Q; on reprend les notations de la section[5.2.]]
(en particulier, s désigne le nombre de plongements réels de K et 2¢ est le nombre de
plongements complexes de K, de sorte que n = s + 2t). On suppose que s et t sont non
nuls. Alors 0(Of) est un réseau de rang n dans C™ (ou 'on a posé m := s+t) donc on a
une action proprement discontinue de o(Of) sur C™. On définit également [ : (’)}* — R™
par

l(a) = (logloi(a)], ..,log|os(a)], 210g |os11(a)], ..., 2og |om(a)]).

Par le théoreme des unités de Dirichlet, [(O3") est un réseau dans I'espace vectoriel
L:={xzeR™| ", z;=0}. Laprojection pr : L — R® donnée par les s premicres coor-
données est surjective donc il existe des sous-groupes A de rang s de O3 tels que pr(I(A))
soit un réseau dans R*® de rang s. On dira qu’un tel A est admissible. On regarde alors le
quotient X := X (K, A) = (H* x C")/(A x Ok); c’est une variété complexe compacte de
dimension m. On dira que c’est une variété d’Oeljeklaus-Toma, ou encore variété OT.

On sait ([29], lemme 2.4) que C™/o(Ok) n’admet pas de fonctions holomorphes non
constantes. Autrement dit, le groupe de Lie C' := C™/o(Ok) est un groupe de Cousin.

Avant de conclure cette partie préliminaire, nous avons également besoin de 1’énoncé
de deux lemmes (démontrés dans [29]), ainsi que d’une définition :

Lemme 6.2.12 Soit A un sous-groupe de (’)}’Jr qui n’est pas contenu dans Z. Alors les
deux conditions suivantes sont équivalentes :
1. L’action de A sur O admet un sous-module propre (non trivial) invariant de rang
plus petit.
2. 1l existe une extension de corps intermédiaire Q C K' C K avec A C O;{T

Ce lemme mene a la définition suivante :

Définition 6.2.13 On dit que X (K, A) est de type simple si A ne vérifie pas 'une des
deux conditions équivalentes du lemme précédent.

Enfin, énongons un lemme qui nous servira dans la section suivante :
Lemme 6.2.14 Soit Q C K' C K une extension intermédiaire avec A C O}f un Sous-
groupe admissible pour K. Soient s',2t" le nombre de plongements réels et complezes de

K'. Alors s=45",t' >0 et A est admissible pour K'.

Pour de plus amples détails, on renvoie a [29].



6.2. UN RESULTAT DE VOGT 91

6.2.2.2 Dimension algébrique

Pour commencer on démontre le résultat annoncé dans le cas ou la variété considérée est
de type simple. Nous utiliserons ce résultat pour la preuve dans le cas général.

Proposition 6.2.15 Soit X une variété OT de type simple. Alors la dimension algébrique
de X est nulle.

Preuve : Nous allons montrer que X ne possede aucun diviseur irréductible. Soit D un
diviseur irréductible de X, de multiplicité 1. On regarde X = X (K, A) comme le quotient
de U := (H* x C") /o (Ok) (qui est difféomorphe & (Rso)® x (S')") par A = Z*. On a le

diagramme commutatif suivant :

U A > z X (6.7)
(Sl)s+2t q q (Sl)erQt
(Boo) ——L—— (8')"
Comme X est simple, dim H?(X) = ; = dim H?((S")*). Ainsi la premiere classe de

Chern ¢;(L(D)) du fibré en droites L(D) au-dessus de X associé¢ a D est le pull-back par
¢’ d'un élément w € H%((S')*, Z) (le fait que lapplication (¢')* : H*((S')%,Z) — H*(X,Z)
soit injective est établi dans la preuve de la proposition 2.3 de [29]). La commutativité du
diagramme entraine que le pull-back @ au-dessus de U de w par ¢’ o p est le méme
que le pull-back par p’ o q de w. Or, (p')*(w) est nul puisque H?((R+)*,Z) = 0, donc c’est
aussi le cas de w. Ceci est une contradiction avec le lemme , puisque & = ¢, (L(D))

olt L(D) est le fibré associé¢ au diviseur p~1(D) de U. |

A présent on peut oter I’hypothese sur X d’étre simple :
Théoréme 6.2.16 Soit X une variété OT. Alors la dimension algébrique de X est nulle.

Preuve : Par la proposition [6.2.15 on peut supposer que X n’est pas de type simple.
Ainsi il existe une extension de corps Q C K’ C K avec A C O} et on note s’ (respec-
tivement 2t') le nombre de plongements réels (respectivement complexes) de K’. Comme
A est admissible pour K, on a s = s’ et A est admissible pour K’ (c’est le lemme
qui nous 'assure). On peut, sans restreindre la généralité, supposer que K’ est le plus
petit sous-corps de K qui vérifie A C (’);j NOtons 01, ..., O, Og i1y evvy Ogity Osity eey OTort
les s+4-2t plongements de K et 07, ...,0%, 04 1, .., Ob iy, Oyyqs oy s,y les s+2t' plongements

de K'.
Comme précédemment, on note

o: O — Cft
a > (o1(a),..,05(a)).

On regarde le sous-espace vectoriel Vi de C*™* engendré par o(Ox-)
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On note également C' (resp. C”) le groupe de Cousin C5t*/o(Ok) (resp. Vi /o(Ok:)).
Le groupe C' est un sous-groupe de Lie de C. Nous allons étudier les deux ouverts
U := (H* x C"/o(Ok) et U = ((H* x C") N Vg)/o(Ok). Les quotients U/A et U'/A
sont deux variétés OT, qu’on appelle X et X’ respectivement ; de plus, X' est de type
simple par I’hypothese que 1'on a faite sur K’ et c’est une sous-variété de X.

Regardons le diagramme suivant :

0 ' C 1> C/C—>0 (6.8)

]

U ——U——>qU)

4ok

(2

X —X

Soit D un diviseur irréductible (de multiplicité 1) de X, on regarde L(D) le fibré en
droites holomorphe associé; il induit par restriction un fibré L’ ;= i*L(D) sur X'.

Comme X' est de type simple, le fibré (p')*(L') au-dessus de U’ est topologiquement
trivial (ceci se démontre comme dans la preuve de la proposition [6.2.15]). Le sous-groupe
maximal complexe H' 2 C" du tore maximal compact T" = (S1)**?!" de C” est un sous-
groupe du sous-groupe maximal complexe H = C* du tore maximal compact T = (S')s+%
de C'. On note B un sous-groupe connexe complexe de dimension complexe t —t' de T tel
que B x H' = H. Comme B est un sous-groupe de 7" il agit sur U et il agit transitivement
sur les feuilles du U'-feuilletage de U, ce feuilletage est induit par le C’-feuilletage de C'.
On a également une action de B sur H?(U, Z) qui est triviale car ce groupe est discret et
B est connexe. En particulier, on a b*c; (L) = ¢;(L) pour tout fibré en droites L au-dessus
de U et tout b € B.

Notons D := p~!(D), c’est un diviseur de U. On veut montrer un “résultat intermé-

diaire” qui est que le diviseur D est saturé par les feuilles du U'-feuilletage de U :
On a ¢1(L(D)) = p*(ci(L(D))) € H2(U,Z). Comme le diagramme ( . commute, on a
e (L(D)|yr) = cl(L(f)))|U/ = ¢ (p*L)) = 0 = ¢;(b*L(D))|pr. On regarde alors b(D) N U,
trois cas sont possibles. Ou bien cette intersection est U’, ou bien vide (ces deux cas nous
conviennent), ou bien c’est un diviseur de U’. Cette dernitre possibilité est exclue, car
dans ce cas ¢;(b*L(D))|y est non nul par le lemme ce qui est en contradiction
avec le calcul précédent. Nous avons bien démontré que D est saturé par les feuilles du
U’-feuilletage de U.

Soit f € M(X) une fonction méromorphe sur X, alors f se releve en une fonction mé-
romorphe sur U invariante par A (encore notée f € MA(U)). Le “résultat intermédiaire”
du paragraphe précédent nous dit que les ensembles de niveau de f sont saturés par le
U'-feuilletage de U donc f est constante sur les feuilles du U'-feuilletage de U. Ainsi, f
induit une application sur q(U) = C/C" (cette égalité provient du fait que les feuilles du
U'-feuilletage de U sont en correspondance biunivoque avec celles du C’-feuilletage de C)
donc se reléve en une fonction méromorphe sur C', qui est invariante par le groupe A x C”;
on note encore f € MA*C"(C) cette fonction ; on a en fait établi que M(X) = MA*C(C).

Comme le groupe O3" est commutatif, action de O}" sur U induit une action de
O3 sur X ; l'action de Oy" sur M(X) correspond & celle sur M4*¢(C). On voit f
comme élément de MA*C(C) : pour tout n € O} on pose f,(z) := f(n~'x). Alors pour
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tout € C,ona f,(z+C") = f,(x) L.e. f est stable par C" et par n~'C". Soit J le plus petit
sous-groupe complexe connexe de C' contenant C’ et nC’ pour tout n € O3 Si J est un
sous-groupe propre de C', son sous-groupe maximal compact est défini par un sous-réseau
de Ok qui est stable par O;{’Jr, ce qui est impossible car il n’existe aucun sous-réseau de
Ok stable par O3 En effet, si c’était le cas, comme Oy" contient un élément primi-
tif de K, cet élément devrait avoir un polynéme minimal de degré strictement inférieur
a celui de K, une contradiction. Finalement, J = C' et f est constante sur C' tout entier. B

6.2.3 Une classe spéciale de groupes de Cousin
6.2.3.1 Introduction

Dans son article [36], Vogt exhibe une classe spéciale de groupes de Cousin X, plus
précisément il démontre[T] :

Théoréme 6.2.17 Soit X = C"/A un groupe de Cousin. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :
1. L'espace H'(X,O) est de dimension finie.
2. Soit P = (I, S) une base de périodes pour A. Alors il existe des constantes C' > 0
et a > 0 telles que ||'oS+'7|| = Cexp(—alol) pour tout o € Z"\{0} et tout T € Z™,
ou n+m est le rang de A.

Soit @ un nombre algébrique irrationnel. Vogt a démontré dans son article que le réseau
0 1 1
1 a 0
L’objectif de cette section est d’établir que si un groupe de Cousin est défini par un réseau
dont tous les vecteurs ont des nombres algébriques comme coordonnées, il appartient a
cette classe (car il vérifie la condition n°2). Comme conséquence de ce résultat, les groupes
de Cousin qui apparaissent dans la construction des variétés OT font partie de cette classe
de groupes de Cousin.

donné par P = définit un groupe de Cousin qui vérifie la condition n°2.

6.2.3.2 Préliminaires

On rappelle un énoncé de généralisation du théoreme de Liouville qui figure dans [18]
(théoreme 1.5, page 27) :

Théoreme 6.2.18 Soient aq, ..., a,, des nombres algébriques, de degrés respectifs ny, avec
deg Q(ay, ..., ) = n, et soit

N1

Nm
P(z1, .., 2m) = Z Z Aty i 2 2P € D21, oy 2]

k1=0 km=0

Si P(ay, ..., ) est non nul, alors on a l'inégalité

[Plar, ey )| = LP)' 7 [T L) 72N/,
k=1

1. Le théoréme qu'’il énonce (voir [36], p. 208) comporte en tout 8 assertions qui sont équivalentes, on
n’en cite ici que deux.
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avec § = 1 si tous les a; sont réels, 6 = 1/2 sinon et ou L(P) désigne la somme des
valeurs absolues des coefficients de P (et L(a) est la quantité L(u), le polynome p étant
le polynome minimal de o).

6.2.3.3 Une classe de groupes de Cousin vérifiant la condition n°2

Nous allons démontrer :

Théoréme 6.2.19 Soit A C C" un réseau tel que X = C"/A soit un groupe de Cousin
et admettant une base de périodes dont tous les coefficients sont des nombres algébriques,

alors X vérifie la condition 2 du théoréme |6.2.17.

Preuve : Choisissons une base (x1, ..., Tp1m) de A dont tous les coefficients sont des
nombres algébriques, qu’on écrit sous forme de vecteurs :

a1 Optm,1

al,n an+m,n

Une base de périodes de X est donnée par la matrice

Q11 Qpgm,1

al,n Qn+m,n
Soit A la matrice définie comme suit :

a1 Qn 1
A=

al,n an,n

Cette matrice est inversible et la matrice A~ P définit un groupe de Cousin isomorphe
a X. La nouvelle base de périodes est alors

P =A"'P=(I,9)

ou I, est la matrice identité de taille n et S = (s;;) est une matrice a n lignes et m
colonnes dont tous les coefficients sont des nombres algébriques sur Q.

Pour vérifier la condition 2 du théoreme [6.2.17, il nous faut vérifier qu’il existe des
constantes C' > 0 et a > 0 telles que pour tous pu € Z™ \ {0} et v € Z™, on ait

'S + "v|| = C exp(—alp).

Il est suffisant d’établir cette inégalité pour une composante quelconque (non nulle)
du vecteur ‘uS + v (car on considére ensuite la norme infinie de ce vecteur, qui est non
nul car on sait que ‘uS & Z™). Notons ‘i = (1, ..., pin) €t 'v = (v1, ..., V), alors la k-éme
composante du vecteur ‘uS +'v (pour k € {1,...,m}) est

M1S1k + 0+ fnSnk + V.
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Nous allons & présent distinguer les deux cas suivants : ou bien |vg| < 2|p1s1 5+ - -+ Sn k),
ou bien on a l'inégalité contraire.

Etudions le premier cas, & savoir || < 2|p1814 4 - + fnSni|. Par le théoréme [6.2.18
nous avons l'inégalité

lasik 4o+ pnsng + vl = O] + -+ || + vi))”,

ou C > 0 et p < 0 sont des constantes indépendantes de p et 7. (Rappelons qu'on a
SUpposé que fi181 5 + - -+ + finSnk + Vi est non nul). Par hypothese sur v, on a alors

(Jpa] + - 4 [ + [26))? = (] 4+ ] + 21805 + -+ finSni])?
> C'(Jpua] + -+ |pal)?
> Clexp(—|p|(Jjpa| + -+ 1)),

ou C" ne dépend pas de p ni de v, ce qu’il fallait démontrer.

este a étudier le second cas, a savoir |v 181+ Sn..|. La seconde inégalité
Rest tud 1 d , k>2,u kT —|—,unn7k L d lit
triangulaire s’écrit :

lasie + -+ fnSng + vkl = ||vk| = |,u151,k;+"'+,un3n,k|‘

= |vk| — |pasie + -+ oSkl
2 |,u131,k + -+ ﬂnsn,k|-

SipS1 4+ pnSnk est nul, on a alors |v| > 1 et on a terminé; sinon, on peut minorer
a nouveau la quantité |pys1x + - + pnSnk| & Paide du théoreme [6.2.18]

|,u181,k+"'+,un3n,k| > C(|M1‘++|Mn|)q
> Cexp(—|q|(|pa| + - [unl))

ou C > 0 et ¢ < 0 sont des constantes indépendantes de i et 7. |

Application
On rappelle que dans le cadre de la construction d’une variété OT, le groupe C' =
C"/o(Ok) est un groupe de Cousin. Comme corollaire du théoréme [6.2.19} on a :

Corollaire 6.2.20 Le groupe de Cousin C vérifie la condition 2 du théoréme|6.2.17.



96



Conclusion

Le travail effectué dans cette these amene des pistes de recherche qui en sont un prolon-
gement possible, nous les proposons ici.

Pour ce qui est du premier chapitre, rappelons que nous avons évoqué une question
laissée ouverte qui est de savoir si les surfaces de Stein que 'on a considérées sont un
domaine de Riemann au-dessus de C2. Une autre voie d’exploration possible est d’étudier
plus en détails les variétés construites dans la section [I.3.3]

Concernant les variétés a coins “généralisées”, il est possible d’établir d’autres résultats
concernant leur topologie en continuant de prolonger le cas torique. Il serait également
intéressant de faire le lien avec d’autres définitions de variété a coins comme on ’a fait

dans la section B.2.3l

On sait que toute variété LVM possede un feuilletage transversalement Kéhler et c’est,
avec la condition (K'), une caractérisation des variétés LVM parmi les variétés LVMB dé-
montrée dans [9]. Dans ce méme article, il est conjecturé que la généralisation de cette
caractérisation sans la condition (K) est vraie. Battaglia et Zaffran ont annoncé dans
[38] un résultat dont ils esperent qu’il meénera a la preuve de cette conjecture. Avec la
nouvelle description donnée ici, il est sans doute possible d’aborder le probleme sous un
autre angle. Il serait également intéressant d’étudier la “généralisation” des variétés LVMB
(reprenant la méme construction, mais en remplagant I'espace projectif complexe P, (C)
par une autre variété torique compacte); on peut se demander quelles sont les propriétés
vérifiées par ces variétés et si ce sont déja d’autres variétés connues.

Pour ce qui est des variétés construites dans le chapitre [5] il reste de nombreux in-
variants & déterminer (la dimension algébrique, la dimension de H'(O), les groupes de
cohomologie...) et des propriétés a explorer.

A propos des variétés OT, une piste intéressante a explorer est le calcul du second
nombre de Betti de ces variétés, dans le cas non simple (le résultat est établi dans le cas
simple, voir [29]); le probleme semble pouvoir étre réduit a un résultat de théorie des
nombres.
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RESUME

L’objet de cette these est I'étude de certaines classes de variétés complexes compactes non
kéhlériennes.

On regarde d’abord la classe des surfaces de Kato. Etant donnés une surface de Kato
minimale S, D le diviseur maximal de S formé des courbes rationnelles de S et w : S — S
le revétement universel de S, on démontre que S\ @w~!(D) est une variété de Stein.

Les variétés LVMB sont la seconde classe de variétés non kahlériennes étudiées. Ces
variétés complexes sont obtenues en quotientant un ouvert U de IP,,(C) par un sous-groupe
de Lie fermé G de (C*)™ de dimension m. On reformule ce procédé en remplacant U par
la donnée d’un sous-éventail de celui de P, (C) et G par un sous-espace vectoriel de R”
convenable.

On construit ensuite de nouvelles variétés complexes compactes non kahlériennes en
combinant une méthode due a Sankaran et celle donnant les variétés LVMB. Sankaran
considere un ouvert U d’une variété torique dont le quotient par un groupe W discret
est une variété compacte. Ici, on munit une certaine variété torique Y de l'action d’un
sous-groupe de Lie G de (C*)™ de sorte que le quotient X de Y par G soit une variété,
puis on quotiente un ouvert de X par un groupe discret W analogue a celui de Sankaran.

Enfin, on étudie les variétés OT, une autre classe de variétés non kahlériennes, dont
on démontre que leur dimension algébrique est nulle. Ces variétés sont obtenues comme
quotient d'un ouvert de C™ par le produit semi-direct du réseau des entiers d'une extension
de corps finie K de QQ et d’un sous-groupe des unités de K bien choisi.

SUMMARY

In this thesis we study certain classes of complex compact non-Kéahler manifolds.

We first look at the class of Kato surfaces. Given a minimal Kato surface S, D the
divisor consisting of all rational curves of S and @ : S — S the universal covering of S,
we show that S\ @ !(D) is a Stein manifold.

LVMB manifolds are the second class of non-Kéhler manifolds that we study here.
These complex compact manifolds are obtained as quotient of an open subset U of P,,(C)
by a closed Lie subgroup G of (C*)" of dimension m. We reformulate this procedure by
replacing U by the choice of a subfan of the fan of P,(C) and G by a suitable vector
subspace of R".

We then build new complex compact non Kahler manifolds by combining a method of
Sankaran and the one giving LVMB manifolds. Sankaran considers an open subset U of
a toric manifold whose quotient by a discrete group W is a compact manifold. Here, we
endow some toric manifold Y with the action of a Lie subgroup G of (C*)" such that the
quotient X of Y by G is a manifold, and we take the quotient of an open subset of X by
a discrete group W similar to Sankaran’s one.

Finally, we consider OT manifolds, another class of non-Kéhler manifolds, and we
show that their algebraic dimension is 0. These manifolds are obtained as quotient of an
open subset of C™ by the semi-direct product of the lattice of integers of a finite field
extension K over Q and a subgroup of units of K well-chosen.
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