VIII Differentialrechnung fiir Funktionen von mehreren Variablen

Wir wollen im folgenden Funktionen f : D C IR"™ — IR betrachten und Eigen-
schaften dieser Funktionen, wie Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Extrema usw., unter-
suchen. Solche Funktionen treten in der Anwendung sehr haufig auf: z.B.: die Tem-

peraturverteilung im Raum ist eine Funktion der drei Ortskoordinaten und der Zeit
(also n = 4).

Geometrische Deutung
n=1: f:DCR—IR Vi
Cf:{(:;) r e D(f), y=fla)} ~— 1

ist der Graph von f = Kurve in IR . —

n=2: f:DCIR*>— R

54 ) (D) ey = s}

z

die durch f gegebene Punktmenge = Fliche in IR3.

Beispiel 1
fa) === o) ={(7) + 4 <)
Z
ra
obere Halbkugel
RN
X ~ Y

Darstellungshilfen

1. Hohenlinien
H.= {<x> . f(z,y) =c¢} , c € IR konstant
= Kurveyauf Sy mit gleicher Hohe c.
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Beispiel

flay) =v1—a?—y?
Vi-22—y?2=c
= 1-22-y’=c
= 22+’ =1-c

= Hohenlinien sind Kreise

um (8) mit Radius v/1 — 2

2

. (z,y)— Koordinatenlinien

Yo konstant = z = f(z,yo)
Kurve in R?

7 ; ;1 'c&\.\\
/7”""“%;: ;;:‘\?p\i\‘\\
P 4' " ’
7

o konstant =z = f(xo,y) SO
S
o

Kurve in IR?

Beispiel I \
flay)=v1—a?—y? \
Yo konstant = z = /1 —y2 — 22

zo konstant = z = /1 —a% —y?

. (r,¢)— Koordinatenlinien

T=7cosy,y=rsine

ro konstant =z = f(rg cosp, rosiny)
Kurve in IR3

o konstant =z = f(r cos g, rsin pq)
Kurve in IR?

Beispiel aiimt
flz,y) = /1 — 22—y
ro konstant =z = /1 — 12

o konstant = 2z = /1 — 1?2 | .
X

. Schnitt mit der (z,y)— oder (y,z)— oder (z,z)— Ebene
zB.: =0 = z= f(0,y) Kurve in (y,z)— Ebene

Beispiel
floy) = v1—22 —y? ‘
r=0 = z=/1—9

= yY?+22=1,2>0
Halbkreis in (y, z)— Ebene




Beispiel 2. f(z,y) =2y

1. Hohenlinien: zy=c¢ = y=— , fallsc#0 (Hyperbel)
c=0 = x=0 (y— Achse) oder y =0 (xz— Achse)

ISHEe)

Z
<0 c>0
>0 c<0

Héhenlinien

(z,y)— Koordinatenlinien (r,)— Koordinatenlinien

Schnitt mit der (y, z)— bzw. (x,z)— Ebene:
r=0 = 2z=0 (y— Achse) ; y=0 = z=0 (x— Achse).

Fiar n > 2 kann man nicht mehr in so einfacher Weise veranschaulichen.

Um eine einheitliche und prazise Darstellung zu ermoglichen, miissen wir zunachst
einige Eigenschaften iiber den IR™ wiederholen (vgl. Kap.Il, S.26 ff).
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Eigenschaften des IR"

T1
Rn:{f: : :xieﬂ%,lgign}

xn
ist mit den Operationen + und A- ein n— dimensionaler Vektorraum.
Mit Z,y € IR" und X € IR gilt: £+ 7y, A& € IR".
Basis: Als Basis betrachten wir normalerweise die Einheitsvektoren
& =(0,...,0,1,0,...,0)T mit 1 an der i— ten Stelle.

T

Die Vektoren €7, €3, ..., €, sind linear unabhéngig und fiir ¥ =

Tn
n
=1

Skalarprodukt: ~ Mit dem Skalarprodukt (inneres Produkt)
<ET>= miy:
i=1
wird der IR"™ zum unitaren Raum.
8.1: Fiir das Skalarprodukt gelten folgende Eigenschaften
) <ZE>>0, =0 & =0
b) <A, y>=A<Z,y>
T4 Y, Z2>=<T, 2>+ <y, 7>
<T,Y>=<Y,T>
,¢) bedeuten: das Skalarprodukt ist linear.

Euklidische Norm:  Mit der Euklidischen Norm

(= Lénge des Vektors &)

wird der IR™ zum normierten Vektorraum.
8.2: Fiir die Norm gelten folgende Eigenschaften

a) |Z>0, =0 & =0
b) |AZ] = [A[|Z]
¢c) |74y <|¥ +|y] (Dreiecksungleichung).

Zusatzlich gilt die Schwarzsche Ungleichung
| <Z,y>| <[yl
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Euklidische Metrik: Der Abstand zwischen zwei Vektoren 7 und ¢ € IR"™ wird
gemessen durch

Hierdurch wird der IR"™ zum metrischen Raum.
8.3: Fiir die Metrik gelten folgende Eigenschaften
a) |[Z7—y]>0, =0 & =9y

b) |7 —yl=|y— 1|

c) |-y <|¥—21+|Z—y] VZe R".

Die Eigenschaften (8.1), (8.2), bzw. (8.3) sind genau die Eigenschaften, die in ei-
nem Vektorraum ein Skalarprodukt (inneres Produkt), eine Norm, bzw. eine Metrik
definieren.

Die meisten Eigenschaften des eindimensionalen Zahlenraums IR tibertragen sich auf
den IR™ fiir beliebiges n, da wir auch in IR™ den ” Abstand” zwischen zwei Elementen
messen konnen. Unterschiede ergeben sich dadurch, dafl in IR"™

a) die Division fehlt,

b) keine Ordnungsrelation vorhanden ist, dh. die Elemente konnen nicht untereinan-
der durch < angeordnet werden,

c) die uneigentlichen Punkte +o0o, —oo nicht in Betracht gezogen werden.

Zunachst fuhren wir auch in IR™ Intervalle ein:

ai b1
Definition 8.4 : Sei d = : , b= : € R"
an by,
mit —oco < a; <b; <oo Vi=1,2,...,n. Dann heifit
X1
a) [J,Z;]Z:{f: cR" : a; <x; <b; ‘v’i:172,...,n}
Ty,

ein abgeschlossenes Intervall des IR™.

Gilt —co <a; <b; <00 Vi=1,2,...,n, so heifit
x1

b) (EL’,I_;) = {f ER" : a;, <xz; <Ub; ‘v’izl,?,...,n}

Tn

ein offenes Intervall des IR™.

Fir n =1 erhalten wir Intervalle im bisherigen Sinn,
flir n =2 erhalten wir Rechtecke,
flir n =3 erhalten wir Quader.
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c) Als e-Umgebung eines Punktes 7y € IR"™ bezeichnen wir
Ue(f()) = {fE R™ |f—fo| < 6} .

Fiir n =1 erhalten wir Intervalle (z¢ — €,z + €),
fir n =2 erhalten wir Kreisscheiben um 7y mit Radius e,
fiir n =3 erhalten wir Kugeln um Zy mit Radius e.

Deshalb nennt man die e-Umgebungen in IR" allgemein Kugelumgebungen.

Definition 8.5 : Eine Teilmenge M C IR™ heifit beschrdnkt, wenn ein abgeschlossenes
Intervall I C IR™ existiert mit M C I.

- —,

b] ein abgeschlossenes oder I = (@,b) ein beschrianktes
) :

Definition 8.6 : Ist I = [d

offenes Intervall, so heiBt &6(I) := |b— @| der Durchmesser von I

Definition 8.7 : Sei M C IR" eine Teilmenge des IR".

a) Zp € M heifit innerer Punkt von M, wenn es eine e-Umgebung
U(Zy) gibt mit Uc(Zy) C M.

b) M heifit offen, wenn alle Punkte von M innere Punkte sind.

c) M heiBt abgeschlossen, wenn das Komplement IR"\M = {¥ € R" : £ ¢ M}
offen ist.

Mit dieser Definition sieht man sofort, dafl die abgeschlossenen Intervalle abgeschlossen
und die offenen Intervalle und die e-Umgebungen offen sind.

Folgen in IR"

Tr1
Sei (Z1)ren eine Folge in IR™ mit &), =
€
Lkn

Definition 8.8 : @ € IR™ heilt Grenzwert der Folge (Zy)
= khm |fk—6| =0.
— 00

In diesem Fall heifit die Folge (¥%) konvergent gegen .

Schreibweise: lim Zp =a oder ¥ —a fir k— oo .
k—oo

Die folgenden Eigenschaften haben wir bereits gezeigt (vgl. S.99 )

Satz 8.9 :
lm 7y =d < lim xy;=a; Vi=1,2,...,n
k—o00 k—o0

(koordinatenweise Konvergenz).
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Satz 8.10 : Scien (Z;) und (4;) zwei Folgen des IR™ mit lim &, = @ und lim 4, = b,

k—o00 k—o00

sei (Ag) eine Folge in IR mit klim A=A € R.

Dann gilt

a) lim (T £ ) = ath
k—oo

C) lim < &g,y >=<ad,b>
k—o0

d) lim |%| = |a|

Beweis :

Durch Ubergang auf die einzelnen Koordinaten folgen sofort a) und b).

n n
C) < Fpo i >= Y Thilihi — Y aiby =< a,b >

n n
d) [Zk| = Zmﬂ - Zaﬂ =ldl .
=1 i=1

Analog zum Fall n = 1 zeigt man

Satz 8.11 :

a) Jede Folge (Z)) aus IR™ besitzt hochstens einen Grenzwert.
b) Jede konvergente Folge (¥) ist beschrankt, dh. die Folge (|&x|) ist beschrankt.

Auch in IR™ gibt es den Begriff der Cauchy-Konvergenz:

Definition 8.12 : Eine Folge (7)) des IR™ heifit Cauchy-konvergent
& Ve>0 3N(e) € R mit |7 — 2| <e Vk,I> N(e).

Jede konvergente Folge (Z}) ist auch Cauchy-konvergent (vgl. S.100 ).
In IR™ gilt auch die Umkehrung dieser Aussage:

Satz 8.13 : Der IR" ist vollstindig, dh.: jede Cauchy-konvergente Folge des IR™ ist
konvergent in IR".

Beweis : (vgl. S.100 ).

Also ist der IR™ ein
vollstandiger normierter Vektorraum = Banachraum,
vollstandiger unitarer Vektorraum = Hilbertraum.
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Stetigkeit von Funktionen mehrerer Variabler

Sei f: M C R" — IR mit D(f) = M eine reellwertige Funktion von mehreren
Variablen.

Definition 8.14 :
a) f heifit stetig in ¥y € M

& Ve>0 3d(e) >0 mit |f(Z) — f(Zo)] <€ V|T—7y| <6 (e M).
b) f heifit stetigin M <& f ist stetig in allen &y € M.

Beispiel
f:R? - R mit f(7) = f(x1,22) = 21 ,
x
f ist stetig in IR?, denn sei &y = ) e R? ,ex>0 =

Zo2
|f(.f") — f(.fo)l = |ZL‘1 —$01| < |f—fo| <e€ V|f—fo| <d=c¢e.

Oft kann die Stetigkeit einfacher mit Hilfe von Folgen nachgewiesen werden. Es gilt

Satz 8.15: f: M C IR" — IR ist stetigin ¥ € M
< Fiir alle Folgen (7)) aus M mit klim T = & gilt klim f( @) = f(Z).

Beweis :

=7 Seie>0 = 36 >0mit |[f(Y) — f(Z)] <e V|y—Z| <, sel (Zx) eine Folge
in M mit ¥y — 2, dann existiert zu § ein N mit |7 — | <d§ Vk >N =

P - f@ <e VE>N = lm f(#) = (D)

7 «<": Annahme: f nicht stetiginZ = Je>0 Vi>0 Iy e M mit |y —Z| <9
und |£(7) — £(7)| > e

Wihle 6 = + = 3Jg mit [§x — | < + Vk € IN und | f(7i) — f(D)] > e.

Also ist (%) ein Folge in M mit klim Ux = T aber f(yx) /~ f(Z) = Widerspruch.

— =

Satz 8.16 :
a) Summe, Differenz, Produkt und Quotient von in & stetigen Funktionen ist stetig
in Z; beim Quotient darf die Nennerfunktion in Z keine Nullstelle haben.

b) Ist g stetig in & und f stetig in g(Z) = fog ist stetig in Z.

Beweis :  Analog zum eindimensionalen Fall.

Beispiele

1. f:IR?> — IR mit f(x,y) =axy (vgl. Beispiel 2, S.253 )
f ist stetig in IR2, denn f = fy - fo mit fi(z,y) =, folw,y) =y |
f1, fo sind stetig in IR? (vgl. Beispiel S.258 )
= f ist stetig in IR2.

2. f:IR"— IR , f Polynom in IR"™, dh.:
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k k
f(.’l?l,.’,EQ,...,{L’n): E E Ajiin..5, L1 teo™ o xy ™

i1=0 i, =0
= [ ist stetig in IR™, da Produkt und Summe von stetigen Funktionen.

. f:IR?> — IR mit
Ty x 0)
—— , falls
flz,y) = z? + y? <y> s (O

e ()= ()

f ist stetig in IR*\{0} (als Quotient stetiger Funktionen mit Nenner # 0),
aber f ist nicht stetig in 0, denn:

k - =
Ty = (%k) — 0 fiir kK — oo, aber f(1/k,1/k) = % # f(0) =0.

Bemerkung : partielle Stetigkeit

Betrachten wir nur die speziellen Folgen 7 = (513(1;1) mit xx; — 0, dh.:  man nahert

sich der Stelle 0 nur aus der Richtung
der 1. Variablen, so gilt
lim f(#) = 0= f(0).

0>mit:ck2—>0 % >

L2

Analog gilt fiir alle Folgen ), = (
Jim f(ix) = 0 = f(0).
In diesem Fall spricht man von partieller Stetigkeit in & = 0 (dh.: stetig bzg. der
einzelnen Variablen bei Festhalten der anderen Variablen).

Man sieht an diesem Beispiel, dafl i.A. aus partieller Stetigkeit nicht die Stetigkeit
folgt.
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Richtungsableitung, partielle Ableitung

Sei f: M C IR™ — IR mit ¥y € M innerer Punkt, sei @ € IR" ein fester Vektor mit

jal =1

Definition 8.17 : f heifit in ¥y differenzierbar in Richtung d, wenn der Grenzwert

(@ + ha) — 1 (F)
h—0 h

, h e IR\{0}

existiert.

Diesen Grenzwert nennen wir Richtungsableitung von f an der Stelle Xy in Richtung

0
a—g(fo)-

a und schreiben
Geometrische Deutung im Fall n =2

X3

X2

X1

g={Z=%y+hd : he R} Gerade durch Zj in Richtung a
X1
F = { X2 T = (xl) € M} ist eine Fliche in IR?
f(@) "
I "
K = { T2 S < 1) € g} ist eine Kurve auf der Flache F
f(@) "
o1 To1 + hal
P=1 zp , Pn=1 zo2+ has
f(Zo) f(Zo + ha)

5L hd) — f(E
P liegt auf K, P ist ein weiterer Punkt auf K. Also ist f (%o + hd) — f(%o) die

0
Steigung der Sekante durch P und P,. Existiert der Grenzwert —Jj(fo), so ist dieser
a

Grenzwert die Steigung der Tangente T" an die Kurve K im Punkt P.
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Beispiel
f:IR? — R mit f(z,y) = 2>+ xzcosy .
1 /1
Gesucht: Richtungsableitung von f in (x()) in Richtung a = —( )
Yo V2 \1

. f(a:0+ha1,y0+ha2)—f(xo,yo) . f(930+ f,90+7)_f(x07y0)
fm, 7 = lm, 7

1 h h h
= lim — ( (2o + —=)% + (x¢ + Cos + 202 — T COS
Jim (@0 + 7507 + (0 + =) cos(yo + =) = 0” — o coso)

= lim (\/_hxo—i—h )+ lim — - + — cos Yo

zo  Cos(yo + \%) —cosyo 1
_h

h—0 h 1ha0 V2 8f NG V2
= \/_;U —sm + —= cos Zo,
0~ V2 Yo /2 Yo = od == (20,%0)-

Fiir die Anwendung besonders wichtig sind die Richtungsableitungen in die Richtun-
gen der natiirlichen Basisvektoren ¢&; = (0,...,1,...,0)T | (1 <i<n).

Definition 8.17(2) : Existiert in #y die Richtungsableitung in Richtung € , so heift
f in Xy partiell differenzierbar nach der i-ten Variablen z;, und man schreibt

0 0
2L @) = 5 (@) = £, (F0)

Dies ist die partielle Ableitung von f nach z; (an der Stelle Zy).

Bemerkung : Da 7+ hé = (x1,..., 21,2 + h,Tiv1,...,2,)T , wird bei der
Bildung der partiellen Ableitung nach z; nur die i-te Variable variiert, alle anderen
Variablen bleiben konstant. Also erhélt man die partielle Ableitung nach x; folgen-
dermaflen: Die Variablen zy,22,...,2;-1,%;+1,...,x, bleiben konstant, und nach
der i-ten Variablen z; wird differenziert.

Beispiele

. fz,y) = 2® + zcosy
foe=2x+cosy , f,=—wsiny.

' xy x 0
RN R ()7 o)

()=

(vgl. Beispiel 3, 5.259 )

2 2\ ] 2

Yy 0 Ox (22 +9?) 2 +y? (22 +y?)
O =@y —ay 2y @ 2wy

oy (22 4 y2)? 2 +y? (22 +y?)?
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<x> _ (0) L 0.0) i LR 10,00

Y 0 ox h—0 h
a—y(0,0)—%lL% 3 =0.

a:) € IR?. Diese Funktion

= Die partiellen Ableitungen existieren in jedem Punkt (
Y

0
ist aber in (0) nicht stetig (vgl. S.259 ).

Bemerkung : Aus der Existenz aller partiellen Ableitungen folgt i.A. nicht die
Stetigkeit einer Funktion. Sind aber die partiellen Ableitungen beschrankt, so gilt:

Satz 8.18 : Sei f: M C IR" — IR und 7y € M.
Ezistieren in einer Umgebung U,.(Zy) C M alle partiellen Ableitungen fi,, foos-- - fo,
und sind diese dort beschrankt, so gilt:  f ist stetig in Zy.

Beweis :

Sei 7= (vy,...,v,)T € IR™ mit |7] < r, also Ty + v € U,.(ZTo).
Setze 7, =0, 7 = (v1,...,v:,0...,007 | (1 <i<n)

= \gj}| < |17| < r und f() + :Ijl S Ur(f())

Dann gilt

F(@o +0) — f(@0) = D _(f(@o + ) — F(@o +Tim1)) = Y _ vifa, (&)
i=1 i=1
mit é auf der Strecke zwischen Ty + ¥; und Zy + ¥;—1 (nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung fiir 1 Variable).
Da f,, beschréankt in U, (%)), folgt

[£(Fo+0) = f(@)| < D [uil M; < K[5]
i=1
= lim f(Zy +0) = f(@y) = [ ist stetig in &.

v—0

Definition 8.19 : Ist f: M C IR" — IR in &y € M partiell differenzierbar nach allen
Variablen z; , (1 <i <mn), so heifit der Vektor

grad f(Z,) = (ﬁ@o), 97 () ﬁ(am)

0xq 0xs T Oz,

der Gradient von f in Z.

o 0

Oxy’ Oxg’

T
Der Differentialoperator V = ( %) mit  V f(Zo) = grad f(7o)
Ln

heit Nabla-Operator.
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Beispiel
flz,y) = 2 + x cosy

grad f(z,y) = <2x oo y> :

—xsiny

Die Verallgemeinerung der Differenzierbarkeit in IR™ ist nicht die Existenz aller par-
tiellen Ableitungen, da hieraus ja i.A. nicht die Stetigkeit folgt, sondern:

Definition 8.20 : Sei f : M C IR" — IR und ¥y € M innerer Punkt.
f heifit differenzierbar in #y, wenn ein ¢ € IR™ und eine Umgebung U(Zy) C M

existieren mit

Man sagt auch: f ist total differenzierbar.

Im folgenden Satz wird gezeigt, dal aus der Differenzierbarkeit in 7y die Existenz aller

partiellen Ableitungen folgt mit &= grad f(Z):

Satz 8.21 : Ist f : M C IR" — IR differenzierbar in ¥y € M mit ¢ € IR", so existieren
alle Richtungsableitungen und damit alle partiellen Ableitungen, und es gilt:

¢ = grad f (%)

of ~
b O@) =< grad s@).a >, (=)
Beweis :
Wir setzen & = Zp +hd , h e R\{0} = |Z¥—Zy| = |h|ld]=|h|
Da }llir% f(Zo + ha) — f}(lxo)— < G hd > — 0, folgt
of (@ +ha) — f(Zo) __ .
%(xo)_ili% , A =<c,a>.
Mit @ = é; folgt 8f (Zo) =< ¢é,é >=c¢; = grad f(#y) = ¢ und
T

af

aﬂ(i"o) =< ¢,d >=< grad f(Zy),a > .
a

Damit haben wir im Falle der Differenzierbarkeit eine einfache Methode gefunden, die

Richtungsableitung zu berechnen:

Beispiel
f(x,y) = 2®> + xcosy
f ist differenzierbar in IR? (wird noch gezeigt)
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_ (2x +cosy q_i 1
o stan = (270 L am (1)
of

1
Gl = 75

Geometrische Deutung des Gradienten fiir n = 2

2z +cosy —xsiny)  (vgl. S.261 ).

§£< 0) =< grad f (&), d@ >= |grad f(Z)||@| cos a = |grad f(Zo)|cosa (|a] = 1);

« ist der Winkel zwischen

grad f(Zy) und d.

Die Richtungsableitung wird am grofiten,
wenn « = 0, also wenn @ in die
Richtung des Gradienten zeigt.

Also zeigt grad f (o)

an der Stelle X,

in die Richtung des starksten Anstiegs
der Flache, die durch f dargestellt wird.

Wie in IR! folgt aus der (totalen) Differenzierbarkeit die Stetigkeit in 7o, wie im
folgenden Satz gezeigt wird:

Satz 8.22 : Sei f: M C IR" — IR in Xy differenzierbar
= f ist stetig in Zy.

Beweis :

Fir # 7& fo gilt

f(@) — f(Zo)  f(Z) = f(@o)— <ET—To> <7 — T >
|Z — Zo| |7 — T |7 — Zo|

Da f in Zy differenzierbar, existiert U(%y) C M und K; > 0 mit

IO =) < 'C?P" ol Ky = K >0 v € U@\ o)
— % _
(Schwarzsche Ungleichung)
= [f(@) = f(@o)| < K|Z — Zo| VT e U(Zo)
= lim f(Z) = f(Zo).

Bemerkung : Aus der Existenz aller partiellen Ableitungen an der Stelle Zy folgt
nicht die Differenzierbarkeit in #y, da ja noch nicht einmal die Stetigkeit folgt (vegl.
Beispiel 2., S5.261 ). Es gilt aber:

Satz 8.23 : Euwistieren fir f : M C IR™ — IR in einer Umgebung U, (%y) C M von
of of of
Ox,’ Oxs’ 7 Oxy,

Zo € M alle partiellen Ableitungen und sind diese stetig in Ty, so

ist f in &g differenzierbar.
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Beweis :
Wir benutzen die gleichen Bezeichnungen wie im Beweis zu Satz 8.18, S.262 .

Dann erhalten wir
n n

f(:fo + 17) - f(fO)_ < gradf(fo),ﬁ >= szfxz (é) - szfxl (fo)
=1 i=1
|f (%o + ¥) — f(Zo)— < grad f(Zo), v > |

7]
=1 i=1

Fiir 7 — 0 gilt f; — Ty und wegen der Stetigkeit von f,, gilt

fﬂ?z(g;) - f:cl(fo) VZ = 1,2, oL, n.
Also konvergiert die rechte Seite gegen 0 und damit auch die linke Seite.

Beispiele

. f(x,y) = 2% + zcosy
Fulry) = 20 +cosy . fy(ey) = —esing
= fu, fy sind stetig in IR? = f ist differenzierbar in IR*.

f ist stetig in IR?\{0}, da f Quotient von in IR? stetigen Funktionen und der Nenner
# 0 in R?\{0}.
f ist auch stetig in 0, denn:

a? . [T 0
= f ist stetig in IR2.

20,2 1 22) _ 3. 4 2,2
folay) = But(z” +y”) —a” -2 x +3x2§;2 falls (x) y (0>
Y

(o + 472 @+ 0
fx(()?o):}l}i%f(h’());f(o’[)):1

0,h) — f(0,0
0,0) = im OB 10.0)
= gradf(0,0):((l))

]lirr%) fz(0,h) =0#1 = f, ist nicht stetig in
0
f ist nicht differenzierbar in (0), denn

Annahme: f sei differenzierbar in <8) =
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IB

_ _ 7—0 ————0—2
lim f(z,y) — f(0,0) f gl;ad £(0,0),Z —0 > 0 = PP LR 0
#—0 |2 — 0 (z,y)—(0,0) (/2?4 3y?
h3
5z —h —h/2 1
zB.: (z,y) = (h,h) mit h>0 = lim 22 i /2 _ 0, Wid.

=lim — = ———
h—0 +/2h2 h—0 \/2h 22 7

A3 (2 2) _ 4.9 205 & Ap3e2
ey = S B s () £ ()
Y

@1 P @y
= f, ist stetig in IR?\{0}
f(h,O) — f(070>

x4+ 2x%y .. x 0
Fole9) = £:0.0) < 2ol T 2t < 2lal 0 fin (1) = (0)

= f, ist auch stetigin 0 = f, ist stetig in IR2.
Analog: f, ist stetig in IR?

= f ist differenzierbar in IR* (mit grad f(0,0) = (8))

Anwendung: Differentiation von parameterabhingigen Integralen

Satz 8.24 :
a) SeiI:{Cf)EZRZ ca<xz<b, cgtgd}
f:I— IR stetigin I, F:[a,b] — IR sei definiert durch

d
F(z) = / f(x,t) dt. Dann gilt:
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«) F ist stetig in [a, b].
B3) Existiert zusétzlich f, in I und ist f, stetig in I, so ist F' in [a, b] differenzierbar

mit
d
:/ fo(z,t) dt

b) SeiI:{(f)GRQ:a§x§b,c§t<oo}

1 — stetig 1n Cla — sel definiert durc

f: R 'g'I,F[,b] R 1 defini durch
:/ f(z,t) dt. Dann gilt:

a) Ist das Integral / f(z,t) dt gleichmdfig konvergent in [a, b], so ist F' stetig in

[a, b] mit
lim F(x) = lim f(z,t) dt :/ lim f(x,t) dt = / f(xo,t
T—x0 z—x0 f, ¢ TOTo

(Grenzwert und Integral diirfen vertauscht werden).

B) Existiert zusétzlich f, in I und ist f, stetig in I und das Integral / fo(x,t) dt

gleichmajsig konvergent in [a, b, so ist F' in [a,b] differenzierbar mit

_ /:O Fola,t) dt

Diese Aussage gilt analog, falls die uneigentliche Stelle an der unteren Grenze des
Integrals ist.

Zusatz:  Kriterium fiir gleichmaflige Konvergenz

Gilt |f(x,t)| < g(t) Vx € [a,b] , t > ¢ und konvergiert / g(t) dt, so ist das Integral

/ f(z,t) dt gleichmdafSig konvergent in [a, b].

Beweis zu Satz 8.24: .

a)a) Sel g € [a,b] , € >0 = |F(xo+h)—F(xo)| < / |f(xzo+h,t)— f(zo,t)| dt
< maxc £ (o 4+ ht) = f(wo, )|(d ) < eld —¢) V|h| < 5, da f stetig in I

(I abgeschlossen und beschrankt = f ist gleichméaBig stetig in I).

g) [Pt =) [ gty an
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d — X
= [ H RO g0 a

d
= |/ (fz(xo + 0h,t) — fr(xo,t)) dt| < e(d—c) V|h| <d, da f, stetig in

—~  lim F(xg+ h) — F(x0) _
h—0 h

d
/ fx(ib'o,t) dt .

b) folgt sofort aus a) mit Hilfe von Satz 5.19, S.148 , und Satz 5.32, S.158 .
Beispiele
1
. F(x) = / sin(z —t)cost dt , Integrand stetig differenzierbar in IR?* =
0

1 1
F'(z) = / 9 sin(z — t) cost dt = / cos(x — t) cost dt .
o O 0

. F(x) = /OO et cos(xt) dt

|f(x,t)] :0 ]e_t2 cos(zt)| < e VzeR,t>0 und

/OO et dt = g konvergent (vgl. S.220 ),

|]?I($,t)| =|- tet’ sin(zt)| < te” Vo eR,t>0 und

/OO te=t" dt = _—1e_t2] h = E konvergent =
0 2 . 2

/ b f(z,t) dt und / b faz(x,t) dt  sind gleichméaBig konvergent in IR,
0 0

da auch f und f, stetigin IR? =

F'(z) = / —te " sin(xt) dt , partielle Integration ergibt:
0
1 D N
Fl(z) = =e " sin(a:t)] — —/ e~ 2 cos(at) dt = —EF(.T)
2 o 2 2
x F'(x) x 1 x
F'(z)=—-ZF =-= —dF=—-[Z4d
> Fl@)=-5F@) = Fo 2:>/F /2x
.Iz _1:2/4
= 111|F|:—Z+01 = F(z)=ce .
Da F(0) =c= lirr%) et cos(zt) dt = / et dt = \/TE =
r=vJo 0

F(x) = / et cos(zxt) dt = g e 4
0
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o : t
3. F(a:):/ oot 200 gy , x € (0,00).
0

t
sint 2
Da }11% — = 1 = Integrand f(z,t) ist stetig in IR".
t
Da|si\<1 vt e R\{0} = |e —l’tsm |<e ™ Vz>a>0,t>0,
(o > 0 fest).
oo
Da / e~ dt konvergent fiir « >0 =
Jo
x,t) dt ist gleichméafig konvergent in («, c0),

flx,t) g g g

|f1, |—|—e Fsint| <e ™™ Va>a>0,t>0 =
- ) dt ist gleichméfig konvergent in («, oo
f g g g
—zsint — cost > 1
= F(x )—/ —eTtsint dt = — 2ot~ OBF ot =— Ve >0
0 x?+1 =0 x2+1
= F(r)= —arctanz + c.
oo
t

Da limF(x):c—E:Iim —at SN =0 = c=— =

T— 00 2 z—o0 J t 2

> sint 1
F(z)= / e ! — dt = g —arctanz = arctan— , Vo >0
0 T

Wir werden spéter zeigen, dafi F'(z) die Laplace-Transformierte der Funktion
sint

Partielle Ableitungen hoherer Ordnung

Sei f: M C IR" — IR. Existiert in einer Teilmenge D C M die partielle Ableitung

0 0

8f , SO ist 3f : D C IR" — IR eine Funktion auf D. Ist diese Funktion in einem
T T

inneren Punkt #y € D partiell differenzierbar nach x;, so schreiben wir
g  of 0 f

Existiert f;,., auf einer Teilmenge D C D, und existiert die partielle Ableitung nach
Ty, so schreiben wir f, ;. 4, . Diesen Prozel kénnen wir fortsetzen, und wir erhalten
allgemein partielle Ableitungen [-ter Ordnung.

Definition 8.25 :
a) Sei f: M C IR" — IR. Existiert in einem inneren Punkt Zo € D(fx; a;, ... 2; )

)(Zo), so heiit diese

-1

0
fiir ein 4; mit [ > 1 die partielle Ableitung aTn(fxilxiQ T
die partielle Ableitung l-ter Ordnung von f in ¥y nach x;, x;, ... x; und wird mit
of

T bezeichnet.
(‘%cz-l@xiQ e &cil (:130) cAeICiie

fxilx¢2 s Ty, (fO) =
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b)  Existieren fiir f in M alle partiellen Ableitungen bis zur [-ten Ordnung und
sind diese in M stetig, so heifit f in M [-mal stetig (partiell) differenzierbar, und wir
schreiben

fe (M)

Beispiele

Sy, 2) = dayz — 2% + y?

fo=4yz -2z , fy=4vz+2y , f.=4xy

fa:x:_2 s fmy:4z s f:rz:4y

fya =42 , fyy=2 , fy.=4x

fzm:4y ) fzy:ZJLr 5 fzz:()

= feC?(IR?) , es gilt sogar f € C>(IR3).

Die partiellen Ableitungen der Ordnung [ > 4 sind alle gleich 0.

In diesem Beispiel gilt:  foy = fye » foz = f22 , fyz = fzy, dh.: die Reihenfolge
der partiellen Ableitungen ist vertauschbar. Dafl dies nicht immer gilt, zeigt folgendes
Beispiel:

2 2
Y pans () 2 (Y
z? 4 y? y
flz.y) = o
0 , falls (
y
0

Es gilt:  fz,(0,0) = =1 # f,2(0,0) =1 , denn:
f(h7 0) — f(0,0)

£:(0,0) = lim - =0

h—0

: h
Fiir (5) ] (0> oilt

(3z2y — ) (2® + y?) — (a%y —xy®)2x 2ty —y° + 4a?y?

fe(z,y) = (22 + 12)2 - (22 + y2)2
(. oy Ay (e 2 (°
5 flwy)={ 0 CTET T
x Y T 0
0 , falls =9
\ Yy
Analog erhélt man
( 1'4 o y4 4x2y2 T 0
. fall
L= @R s () 7 (o)
vhY) = T 0
0 , falls =g
\ Y
= fry(0,0) = fim 2SR iy S — 1



fy(h'70) _fy(O,O) BT h o
h = pim e =1

xz\Y, =i
Jfy=(0,0) Py

0
In diesem Fall sind f;, und f,, in (0> nicht stetig. Es gilt aber:

Satz 8.26 : Ist f € C'(M) mit M C IR und [ > 2 (dh.: die partiellen Ableitungen
I-ter Ordnung sind stetig in M), so ist jede partielle Ableitung I-ter Ordnung
unabhdngig von der Reihenfolge der xz;, dh. es gilt:

fZCiIJ?iQ STy T f.]?jll‘j2 STy

wenn (ji, jo, ..., 1) eine Permutation von (i1, 19, ...,1%;) ist.
Spezialfall | =2
feC* (M) = foy=fye in M.

Beweis (Spezialfall)

Sei (Zjo) €M | hk e R\{0}.
0

Wir setzen  o(y) = f(zo +h,y) — f(zo,y) , (@) = f(2,y0 + k) — f(2,90)

= (nach dem Mittelwertsatz mit 0 < 6; < 1)

e(yo + k) —o(yo) = k¢'(yo + 61k) = k[fy(zo + h,yo + 1k) — fy(20, Yo + 01K)]

= khfyz(zo + d2h,yo + 61k) (wieder Mittelwertsatz mit 0 < d2 < 1).

Analog erhalten wir

Y(xo + h) —P(x0) = M) (20 + 03h) = h|fe(x0 + d3h, yo + k) — fu(0 + 03N, Y0)]

= hkfgcy(l'o + dsh,yo + (54/{3) (mit 0 < 93,04 < 1).

Da ¢(xo + h) —¢(z0) = ©(yo + k) — ¢(yo) , folgt nach Division durch hk

Jay(xo + 93k, yo + 04k) = fyz(xo + d2h, yo + 01k).

h
Da f;, und f,, stetig in o0 , folgt fiir — 0
Yo k 0
fmy(xm yO) - fym(1'07 yO)-

8l—f hreiben wir 3lf
81‘183318331 Selirerben w 8xil ’

Bemerkung : Fiir

Bisher haben wir nur reellwertige Funktionen betrachtet, also Funktionen, deren Funk-
tionswerte reelle Zahlen sind. In der Anwendung kommen aber auch Funktionen vor,
deren Funktionswerte Vektoren sind, also aus IR™ (Vektorfelder). Wir wollen nun

also allgemein Funktionen f : M C IR" — IR™ behandeln, also
fl(xbx?;"')xn) X1
f(xl,xg,...,:z:n): : e R fir ¥=| : € IR™ mit

fm(T1, 22, ... xy) Tn
fi: M C IR" — IR die i-te Koordinatenfunktion von f.
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Abbildungen von IR"™ nach R™

f1(Z)

Sei f: M C R* — R™ mit f(&) = : und f; : M C IR" — IR die i-te

R VAT
Koordinatenfunktion von f , also f = (f1, fa,. -+, fm)"
Beispiel
. - 2 +y
f:R? — IR3 mit f(x,y)= | 322+

Ty

= fl(xvy):2$+y ) fQ(xvy):&rQ_l_yQ ) fg(x,y):a:y
Wie bei den reellwertigen Funktionen definieren wir Stetigkeit und Differenzierbarkeit:

Definition 8.27 : Sei f: M C IR" — IR™ und %y € M.
a) f heift stetig in %o

& Ve>030(e) >0 mit |f(Z) — f(Zo)| <e VIZT—Tp| <6 (FeM).
b) f heiBt differenzierbarin &, (&, innerer Punkt von M)

& Es existiert eine (m,n)- Matrix A = (a;;)1<i<m,1<j<n und eine Umgebung
U(fo) C M mit

—»

fie) - fie) - Ar-2) g
7 —

, (¥ € U(%o)\{Zo})

Da eine Folge (Zj)ren aus IR™ genau dann konvergiert, wenn die einzelnen Koordi-
naten konvergieren, folgt sofort:

Satz 8.28 : Sei f : M C R" — IR™ mit f = (fi, f2y- - fm)T und T, innerer
Punkt von M. Dann gilt:

f ist stetig in Iy
& Alle Koordinatenfunktionen f; sind stetig in & .

f ist differenzierbar in X
& Alle Koordinatenfunktionen f; sind differenzierbar in % .

In diesem Fall gilt fiir die Matrix A = (a;;)

ofi
8a:j

aij = ——(To) , (1<i<m,1<j<n)

Da die Matrix A in der Anwendung haufig auftritt, definieren wir:
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Definition 8.29 : Sei f: M C R™ — IR™ mit f = (f1, f2s..., fm)T und
Zo innerer Punkt von M.

ofi 3} . .
a) Existieren alle partiellen Ableitungen —f(fo) firl<i<m,1<j<n,

. Oz;
so heifit 3f1 o5 8f1 . 8]"1 o
OB 9B O
o 5 5 A
dx
afm 3fm . 3fm .

die Funktionalmatriz oder Jacobi-Matrix von f an der Stelle .

Wir schreiben auch
. d
A = Y,

dx
b) Ist m = n, so ist A(Zy) eine quadratische Matrix, deren Determinante als Funk-
tionaldeterminante oder Jacobi- Determinante bezeichnet wird. Wir schreiben hierfiir

det(df O, J2,- s Jn) (Zo)) -

= det
dx ( )) (8(1171,2172,...,1’”)
c) Ist m =n, so heifit die Spur der quadratischen Funktionalmatrix: Divergenz von

a(fl,fZ,---,fm)

3(1171,.%1, . ,l‘n)

(Zo) -

—

fiIl f()
> 0 0 Ofn ,
div f(Zp) = 8—2(:6 + 8:{2 (Zo) + ...+ %( 0)

Bemerkung : Ist m =1, also f reellwertig, so gilt
daf

A(Zo) = —=(Z0) = (grad f(@))".
Beispiele
. 204y fi(z,y) .
f(xay): 31: +y - Z(xay ) f:RQHBS
Ty (w,y
2 1
8(f17f27f3) (QZ, — 63:‘ Zy _ 6 4
o(z,y) 2 1

> T COS =
<’“v%0>=(rsm§) . iR - R

8(f1,f2)(r o) = (cosgo —rsingp)

singp  rcosy
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df
(7, )
div f(r, )

det( (r,¢)) = rcos® o +rsin®p=r

le,

=cosp +rcose = (1+7)cosp.

Analog zum eindimensionalen Fall gilt auch fiir Abbildungen von IR™ — IR™ eine
Kettenregel:

Satz 8.30 : Kettenregel ) )
Self MCR'—IR™ , §:MCIR™— R' mit f(M)C M und
h=go f M C R" — IR" mit

— —

W) = g(f (7))

Q

8

Sei #y € M innerer Punkt und gy = f (Zo) € M innerer Punkt, f differenzierbar in %
und g differenzierbar in yjo = f(Zp), dann gilt:

h = go f ist differenzierbar in &y mit

(Produkt der Funktionalmatrizen).

Beweis : iz
Mit B = d—g( o) setzen wir fiir 77 € M

=/ =

9(3/) 3(Wo) — By — %) falls § £

— sk [ — — g
g (9) = 7=l

0 , falls 4 = v -
Da § differenzierbar in 4y = lim §*(7) =0 =

J—o
9(9) — §(5o) = B(§ = %o) + 1§ = 4olg " (4) V¥ € U(%)-
§etzen \ivir y=7r (a?)J SO gﬂE: B B
W) — h(Zo) = B(f(@) — f(Zo)) + | f(Z) — f(Z0)|7"(f(Z))-
Mit & = Zy + ké; und k € IR\{0} folgt hieraus

Fiir k — 0 gilt f(Zo + k&) — f(Zo), (da f stetig in Zp), und §*(f(Zo + k&;)) — 0
und
ofi, .
B B B, (10)
f(foJrkgz‘)—f(qo)_)3(f17---,fm)(a>: g
k 61’1 :
W (30)
axi 0
Also gilt:
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ohy ofi

ox; (7o) ox; (7o)

: =B : Vi=1,2,...,n
ahl‘ - afm -
oz, (Zo) oz, (Zo)

dh dg = df
= TG0 = 7w o).

Da8 h differenzierbar, siehe Literatur.
Bemerkung :Istn=1[01=1, alsof:BHRm , g:IR" — IR,

h:gof:Rﬁ]R mit
hz) = g(f1(z), f2(z), ..., fm(z)) , fund g differenzierbar =

B o)
, o _dh, . (0g = . Og, - % (7 "
) = g50) = (G, o) g ), (Fle) A -
dz

Beispiele

.n=Il=1,m=2, g:IR? - R , f: <z>:]R—>]R2 mit

g€ C(IR?) , feC*(R)

h(t) = g(p(t),¥(t)) = N'(t) =gz ' (t) + gy V' ()

h" = (gmc : 90/ + Gay w')wl + Gz - QOH + (gyx ) 30/ + Gyy - W)l// + gy - W’
= OQzx * (‘P,)z + 2ga:y : 90'1// + Gyy - (¢/)2 + Gz 90,/ + Gy - 1/}”'

- gla,y) = (xaf’y) . flrp) = (Z:ij:j)

2 .
F—dof mit h(r,gp):( r? cos @ sin ¢ )
h 2

7 COSp — rsing
1(ryp) =r2cospsing , ha(r,p) =r(cosp — sin p)

(h1)r = 2rcospsing , (hy), = r?(—sin® ¢ + cos? p)
(h2)r =cosp —sing , (hg), = —r(sinp + cos )
oder mit Kettenregel:
d(hi,h2)  0(91,92) ‘ a(f1, f2) (y x ) (cosgp —rsingp)

or,p)  Oz,y) O(r,e) \1 -1 sinp  7rcosp
_ [rsing rcosp cosgp —rsing) [ 2rcospsing r2(—sin? g + cos? @)

1 —1 sinp  TCosy ) - (cosap—singp —r(sin ¢ + cos ) )

4 U
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3. Polarkoordinaten A

$:7“COSSO:f1(T790) N4
y =rsinp = for, )
r>0, 0< p<2m

h(r, @) = g(x,y) = g(rcosp,rsingp).
Sei g € C?(IR?) , dann gilt:

hy = gy + gyYr = Gz COS @ + gy sin g
hy = 9224 + GyYp = 9o - (—7sing) + gy - (rcos )
hrr = (gmxr + gmyyr).%’r + 93 Tpr + (gymxT + gyyyr)yr + GyYrr

- gwm(xT)Q + Qmexry*r + gyy(yr)2 + 92 Trr + GyYrr
= Guy €082 O + 204y, COS P SIN @ + gy sin?p (da z,, = 0 und y,.,- = 0)

hoo = (922Tp + Goy¥e)To + GuTpp + (GyaTe + Gyy¥e)Ye + IyYee

= me(xw)z + 292yToYp + gyy(yw)Q T 9aTop + GyYpe
2

= G (r? sin? ) + Qwa(—TQ sin ¢ cos @) + gyy(r cos? @) — rg, cosp — rgysing =

1 1
Ag = Goox T Gyy = hrr + T_thocp + ;hr

Laplace-Operator in Polarkoordinaten.

4. Zylinderkoordinaten

T =T COoSp
Yy =rsinp
2=z

r>0,0<p<2r, z€ R

h(r,¢,z) = g(x,y,2) = g(rcosp, rsing, z).
Sei g € C?(IR3?) , dann gilt:

hz:gz 5 hzz:gzz =

1 1
Ag = gy + Jyy + G2z = Py + T—2h¢¢ + ;hr + h,,

Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten.
5. Kugelkoordinaten
X = 7 COS Y CoS Y

Yy = 7Sin ¢ cos v
z=rsiny

r>0,0<p<2r, —5 <Y< 3G
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h(r,p,) = g(x,y, z) = g(r cos @ cos, rsin p cos 1, rsiny).

Sei g € C?(IR?) , dann gilt:

Setze zunachst: = = pcosy , y =psiny , z =2z und

flo,0,2) =g(z,y,2) = glocosp, psing, z) = (nach Beispiel 4.)

1 1
Ag:gmx+gyy+gzz = fgg+ Eftpcp"" Efg"‘fzz .

Setzen wir nun: 9 =rcosy , ¢ = ¢, z=rsinvy , so erhalten wir nach
Beispiel 3. fiir
h(r,0,0) = f(0,0,2) = F(r cos, g, 7sin ) = g(r cos o cos i, rsin p cos 1, 7 sin )
1 1
f@g +fzz = hpy + T_thpw + ;hr s fgosa = hgoga .
Also erhalten wir insgesmt:
1 1 1 1
Ag = gpz + Gyy T 92z = Py + r_zhwd; + ;hr + ?hwp + Efg .

Da h, = fo0r + fo2r = focos + [, siny
hy = fooyp + 229 = f?-(—rsinw)+fz (rcosy) =

((cos®)) - 1.te Zeile _sny, 2.te Zeile)
r

sin v 1 1 tan ¢
fo = (cosy))h, — hy = Efg = ;hr ——5hy
Also folgt insgesamt:
1 1 2 tan ¢
Ag:ngrgnyrgzz :hTT+T_2hww+mh¢gp+_hT_ B hw
Laplace-Operator in Kugelkoordinaten.
Bemerkung : In der Anwendung wird oft bei den Kugelkoordinaten anstelle des

Winkels ¢ (gemessen von der (z,y)— Ebene aus) der Winkel 9 (gemessen von der
positiven z—Achse aus) benutzt. Es gilt dann:

Y+1U =73
siny = cosv , cosy = sin
O<d<m, —5<¥<3.
Also muf iiberall cos ) durch sin A Z
und umgekehrt | X
sin 1 durch cos) ersetzt werden.
Man erhalt dann: 1
X = 1 Ccos psin v Gy :
y = rsinpsind i : —
z=rcos? .
Der Laplace-Operator lautet dann:
1 1 2 cot v
Ag = oz + Gyy + 2z = Ny + T_Zhw + mh@p + ;hr + 3 hy .
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Anwendungsbeispiel

Gesucht: ¢ € C?(IR*\{0}) mit Ag =0 , wobei g nur abhingig von r sein soll,
dh.: g(r). Schreiben wir den Laplace-Operator Ag in Kugelkoordinaten um und
beriicksichtigen, dafi die Ableitungen nach den Winkeln = 0 sind (da g unabhéngig
von den Winkeln), so erhalten wir:

2 2
Ag =Ggrr + ;gr =0 = g”(?“) + ;gl<7“) =0
C2

1 2
= /—dg'z—/—dr = Inld|=—2Inr+c¢ = ¢r== =
g/ r r2

c
=—-—+d , c,de€ IR, ist die allgemeine Losung.
”

Anwendung: Differentiation eines parameterabhingigen Integrals

SatzS.31:SeiI:{(f) ca<zxz<b, @(x)ﬁtﬁlﬁ(m)}a

o, ¢ stetig differenzierbar in [a,b] , f: I — IR stetig partiell differenzierbar in I (also
fo und f; stetig in I).
()
F :la,b] — IR sei definiert durch  F(z) = / f(z,t) dt. Dann gilt:
e(x)
F ist differenzierbar in [a, b] mit

¥(x)
)= [ fulot) de+ S 0@)d' (@) - £ 0(a))d (@

e(z)

Spezialfall:  F(x) = /gC f(t)dt = F'(z)= f(z) (Stammfunktion von f).

Beweis :  Wir benutzen die Substitution

t=90()+8(¢()— (z)) , (@b(w) p(z))ds

F(w):/w( (z,t) dt = /f + s(p(x) — o(2))) (Y (x) — p(z))ds
w(x)

1
= (P(z) — 90(96))/0 g(x,s) ds mit g(z,s) = f(z,o(x) +s(P(x) —@(z)))
und gz (z,8) = fo + fr- (¢ + s — ¢')),
gundgxsindstetiginf: v :agxgb,()gsgl}.

Nach Satz 8.24, S.266 , gil& alscf X

F'(x) = (W(l‘)—@’(m))/ gz, s) d8+(¢(w)—90(93))/ g (2, s) ds

0
1

1
g(x,s) ds + (¢ — SO/f:c z, 0+ s — w))d8+90/0(w—so)ftds

0

W — ) / (W — o) fy s ds .
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Da gs = (77/)—@)]% =
()

1 1
F’(%)Z(W—s@’)/o (g + 55) dsw'/o 0 ds+/() Folat) dt
p(z

1 1

P (x)
=<w'—so'><sg>] +go'g] s [ et
s=0 ap(m)

s=0
»(x)
— (= gl D) + ol 1) - o(w,0) + [ RECEE
p(zx
P(x)
- / Fol,t) dt + g(w, 1) (x) — g(x,0)¢' () = Behauptung,
w()
Beispiele

. F(x) :/ (x —t)*sint dt (Vor. erfiillt) =
0

= —2cos t} = 2(1 — cosx).
t=0

F’(a:):/o 2(x —t)sint dt+(a:—t)28int} -1:/0 2(x —t)sint dt
t=x
-1

F'(x) = /0 2sint dt + 2(x — t) sint}

t=x

Cy(x) = /m u(lx —t)f(t) dt mit u(0) =0 (vgl. Satz 7.11, S5.249 )

0
T

= @)= w0 arue-os0| 1= [ -0

Zo 0

(da u(0) = 0).

Wir beweisen nun die Verallgemeinerungen des Mittelwertsatzes und des
Satzes von Taylor:

Satz 8.32 :  Mittelwersatz

Sei f: M CIR*— IR , M offen, fe CYM) , Z1,#> € M und
{f:fl —f—t(fg—fl) te [0,1]} cM

(dh.: die Verbindungsstrecke zwischen #; und #s liegt in M).

Dann existiert ein 0 < 6 < 1 mit

f(@2) — f(T1) =< grad f(ZT1 + 6(T2 — T1)) , T2 —T1 >

Beweis :

Sei F(t) = f(&1 +t(Z2 —&1)) ,also F:[0,1] — R

= F ist stetig in [0, 1], differenzierbar in (0, 1)

= 36 mit 0<d<1 und F(1)— F(0)=F'(0)(1—-0)=F'(§) (Mittelwertsatz).
Da F'(t) =< grad f(&1 + t(Zo — #1)) , T2 — @1 >  (Kettenregel)

= Behauptung.
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Spezialfalle
n = 1:
flxa) = f(x1) = f/(21 + 0(x2 — x1)) (22 — 1) (fritherer Mittelwertsatz).

n=2:

flx+h,y+k)— flx,y) = hfz(x + 0h,y+ k) + kfy,(x + dh,y + 0k)

T -+ h
it 71 = , Ty = , 0<d<1.
e (y) 2 <y+k>

Anwendung: Fehlerrechnung

z = f(z,y), x und y werden gemessen mit einem Fehler Az bzw. Ay.
Wie grof} ist der Fehler Az ?

Az = f(x + Az, y + Ay) — f(z,y) = Az fy + Ayf,
of of
< —_— —_— .
= |Az| < max|8x||Ax| -I—max|ay||Ay|

U orR 1 OR U
1 U
AR| ~ —|A —||AIl .
= AR~ T AU]+ |51

Fiir den nachsten Satz benotigen wir noch die folgenden Definitionen:

Definition 8.33 : G C IR" heifit Gebiet, wenn
G offen und zusammenhdngend.

Definition 8.34 : G C IR™ heiit zusammenhdingend, wenn zu je zwei Punkten
Z, 1y € G Punkte #,%o,...,7, € G existieren mit ¥ = 71 , T,, = ¥ und die
Verbindungsstrecken {Z; + t(Z;11 — ;) : 0 <t <1} furalle 1 <i¢<m —1 ganz in
G liegen.

Dh.: Je 2 Punkte lassen sich in G durch einen Polygonzug verbinden.

zusammenhangend nicht zusammenhangend
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Satz 8.35: f: G C IR — IR, G Gebiet , f € C'(G). Dann gilt:
f ist konstant in G < grad f(Z) =0 V& € G.

Beweis :
7=" Kklar
"<” Seixd,yeG = d¥y =4, %s,..., Ty =y mit

{Z; +t(Fiy1 — ;) : 0<t <1} C G. Auf &}, ;11 Mittelwertsatz anwenden
= f(@)=f(@in) V1<i<m-1 = [f(@)=/fy) Vjed
= [ konstant in G.

Beispiel
— € . 2 .
G—{(y).x>0,y>0icﬂ% Gebiet y“//G
f(ﬂc,y):arctany+arctan— 7/
z Y
1 Y 1 1 /
x ’ TG AT — (=) =0
Folot) = )+ TRy //
1 1 1 T >«
1) = T i~ \— —_— | — —= :0
fy(2, ) 1+(%)2(x)+1+(§)2( y2)
= gradf(x,y)zﬁinG = f konstant in G.
f(l,l)Zarctanlﬁ—arctanl:Q-%:g =

x
arctang + arctan — = T Vaz,y>0
x y 2

Definition 8.36 :  Polynom von mehreren Variablen

N N
p:R" — IR mit p(xy,...,z,)= Z Z Wirig ... i, %1 Lao®2 i,
i1=0  i,=0
mit a;_; . € IR heif3t Polynom von n Variablen.
122 ... 1lp

Die groite der Zahlen (iy + 2 + ... + i, ) mit Ajris ...

i # 0 heilt Grad p.

Beispiel
p(x,y, 2) = 222yz>3 + 3zy?2 — 622 + 3 ist ein Polynom vom Grad 6.

Fiir den Satz von Taylor bendtigen wir den Differentialoperator V oder grad:

Oz
V =grad = : mit Vf(Z) = grad f(Z).
o)
Oz,
Mit h = h: € R" sei < h,grad >_;hia—% ,
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- = 0 0
2 Z 0 2 _

= 1=1 j=1
Allgemein fiir k € IN:

N n 9 oF
k_ )k —
< h,grad >"= (; hi 8@) Z Z iz iy - P 04, 0y, ... Oy,

11 Zk].

Spezialfall: n=2 , f: M C IR?> — IR mit f € C*(M)

- 0 0
< h,grad >? f = (hla_ +h2 ) f =01 fox + 2h1hafuy + ho® fyy

Ist f e C3(M), so gilt:

< ]_i?grad >3 f = hlgfxac:r: + 3h12h2f$xy + 3h1h22facyy + h23fyyy

Satz 8.37 :  Satz von Taylor

Sei f: M CIR®— IR , M offen , fe C™(M).
Seien Z, ¥y € M mit {Zo+t(¥—7y) : 0<t <1} C M.

Dann 148t sich f darstellen durch

f(f) =Tn :rro( )"’Rmxo(f)

wobei T, z,(Z) das Taylorpolynom vom Grad m

m

— 1 — — —
Tm,a_fo (Z’) = Z E <T-— mo,grad >k f(ajO)
k=0

und R,, z, (%) das Restglied

q 1 S o m - Lo
Rm,fo(x):m<x—xo,grad >MHL f(Fg+8(F— 7)) , 0<6<1

Beweis : . .
Wirsetzenh—f—:ﬁo und F(t) = f(Zo+th) ,0<t<1 =

F(Zo + th) =< h,grad > f(Zy + th)

F(t Zh Zhja F(Zo + th)) =< h,grad >2 f(Z, + th)

F®) (1) =< h,grad >* f(Z + th)
= F®(0) =< h,grad >* f(Z).
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F erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Taylor fiir eine Variable = 3§ mit
0<d<1und
1 1
_ ®) ). 1F 4+ — = plm+1)
F(1) = Z : FY(0) - 1% + n 1)!F (0) = Behauptung.

E! m
k=0

Hierbei ist < h, grad >0 f(Zy) = f(i).
Bemerkung : Ist m =0 = Mittelwertsatz.

Beispiel n =2:
f(@,y) = f(zo,y0) + (( — 20) fo + (¥ — ¥0) fy) (z0.40)

+%((93 — 20)* faz + 2(2 — 20) (Y — Y0) fay + (U — ¥0)° Fuy) (zo.0)

1

+6((x_x0)3f:mm+3($_$0)2(y_y0)fm7y +3($_x0)<y_y0)2fxyy+(y_yo)3fyyy)(wo,yo)

+R
(Approximation durch Polynom 3.Grades).

Beispiel hierzu
f(z,y) = ye® entwickeln um (z¢.yo) = (0,0):
fo=ye , fy=e"
Jee =ye" |, fay=¢€" , [y =0
froze = ye* fa:acy =e’ facyy =0, fyyy =0.
Jeweils an der Stelle (0,0) auswerten:
f(0.0)=0
f2(0,0) =0, f,(0,0)=1
fmx(ovo) - 0 I facy<070> - 1 ) fyy(()?()) - 0
fmc:r(O,O) =0, fxﬂcy(070) =1, fxyy(O,O) =0, fyyy(U,O) =0 =

1 1
f(z,y) = 0+(m-0+y-1)+5(902-0+2xy-1+y2-0)+6(x3-O+3x2y-1+3xy2~0+y3~0)+R

1
= fl@y) =ye" =y+ay+ 52y + R
Hier héatte man das Taylor-Polynom einfacher mit Hilfe der Potenzreihe von e* fol-
gendermaflen erhalten:
2 g8 1

flx,y) = ye® =y(1—|—x+7—|—€+...) :y+xy+§x2y—|—R.
Implizite Funktionen

2 42
P + i 1 (Ellipse).

Die gesamte Ellipse ist nicht der Graph einer Funktion, aber ”einzelne Abschnitte”
der Ellipse konnen als Graph einer ”impliziten Funktion” angesehen werden, z.B.:

Oft sind Funktionen nur in impliziter Form gegeben, z.B.:
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Yi y Yy
=f(x)
MRS [

e T
N ]

e
Y
#

Ellipse Graph von y = f(x) kein Graph einer Funktion
Die Frage lautet also: Wo kann man die Gleichung g¢(z,y) =0 nach y auflosen ?

Wir wollen dieses Problem der ” Auflésbarkeit von Gleichungen” in allgemeiner Form
behandeln:

—

Gegeben: §(#,y) =0 fir £€ R", §€ R™, §(Z,7) € R™ ,also g: R"™™ — R™.

—

Die Frage lautet: Existiert eine Funktion f: U C IR — IR™ mit 7= f(Z)
und Gz, f(7) =0 VZe U ?

Schon die Ellipsengleichung lafit nur eine lokale Auflosung zu, so dafl wir i.A. eine
Auflésung nur in gewissen Bereichen des IR™ (dh.: lokal) erwarten konnen, falls
iiberhaupt eine Auflésung existiert.

Satz 8.38 :  Implizite Funktionen

Sei g: M C R™™™ — IR™ mit §= (g1,...,9m)" und sei o € R" , jo € R™
und U eine Umgebung von (&, ¥o) mit U C M.

g habe folgende Eigenschaften:

a) geCY(U) (dh.: g;e CYU) Vi=1,...,m)

b)  g(o,70) =0

a(gl7g27"'7gm) S5 o
C) det(@(ylay%"'7ym)(x0,y0)) #0 ‘

Dann ist das Gleichungssystem §(Z, %) = 0 lokal nach § auflésbar, dh.: es existiert

eine Umgebung Up von Ty und eine Funktion f Up C IR" — IR™ mit f ( ¥) = ¢ und
Gz, f(z 7)) =0 V& e Uy.

Esist feC L(Uy) und es gilt nach der Kettenregel:

O 1y rfm) (M@, f(g))) - (M@; f(f)))

O(z1,...,2p) Y1y Ym) O(z1,...,xp)
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Spezialfall: n=m=1:
Fiir diesen Spezialfall lautet der Satz:

g:MCIRR?>— IR, geCYU), U Umgebung von (5()) ,
0

g('anyO) =0 ’ gy(manO) 7£ 0
= 3 f:Uy(zg) C R — IR mit g(z, f(x)) =0 Va € Uy und f € C1(Uy) mit

ez, f(2))
gy(@, [ (2))

fl(x) = Y € UO

oder anders geschrieben:
gm(x,f(l‘))—}—gy(:t,f(iv)f’(x) =0 Vo € UO .

Beweis :  (per Induktion tiber m)

Wir zeigen nur den Induktionsanfang fiir m =1 (Induktionsschluff siehe Literatur).
m=1: g(z1,...,2n,y) ER, T= (z1,...,2,)" € R",

%(fb,yo) #0 (0.B.d.A. >0, sonst Ubergang zu (—g))

:>y g ist bzgl. y streng monoton wachsend.

Da ¢g(Zo,y0) =0 = e > 0 mit g(Zo,y0 —€) < 0 und g(Zo,yo + €) > 0.

Da g stetig in U, existiert ein § > 0 mit ¢g(Z,yo —€) < 0 und g(Z,yo +¢€) > 0 V&
mit |Z — Zo| < §. Durch evt. verkleinern von e und ¢ koénnen wir erreichen, daf§
g—Z(*, y) >0 V|Z— 2y < 0 und Y|y — yo| < €, dh.: g ist streng monoton bzgl. y
fir diese (Z,y). Zu ¥ mit |& — Zy| < J§ gibt es wegen der Stetigkeit von g und der
strengen Monotonie bzgl. y genau ein y mit |y — yo| < € und ¢(Z,y) = 0. Setzen wir
also Uy = {Z : | — Zy| < 0}, so ist auf Uy eine Funktion f definiert mit y = f(&)
und g(z, /(7)) = 0.

Zu zeigen bleibt, dafl f € C1(Uy).

Nach Konstruktion ist |f(Z) — f(Zo)| = |y —yo| < € VZ € Uy = f ist stetig in &y
(da € > 0 beliebig klein gewéhlt werden kann). Fiir andere Punkte ¥ € Uy zeigt man
die Stetigkeit, indem der Beweis noch einmal fiir (7, f(Z)) durchgefithrt wird. =

f ist stetig in Uy.

Sei Z € Uy und h # 0 geniigend klein = ¢(Z + hé;, f(Z + he;)) = 0.

Mit k = f(Z + he;) — f(&) gilt dann g(Z + hé;, f(Z) + k) = 0.

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein 0 < § < 1 mit

0=g(Z, f(Z)) + hgo, (T + 0he;, f(T) + 0k) + kgy (T + 6hé;, f(F) + 5k).

Da g(7, f(Z)) =0 =

k_ f(@+he) = f(Z) 9o, (T + 0hé;, f(T) + 0k)

ho h T g, (@ + 0hé;, (D) + k)

Mit h — 0 geht auch £k — 0 (da f stetig). Da g,, und g, stetig

fx, ist stetig, da g,, und g, stetig und g, # 0 = DBehauptung.
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Merkregel :  g(Z, f(Z)) =0 , Vx € Uy, nach z; differenzieren =
0

9z; + 9y - fo, =0 (Kettenregel) =
e
Gy

Hoéhere Ableitungen

Ist g € CY(U), dann gilt auch f € C'(Uy) (ohne Beweis).
Man kann dann auch die hoheren Ableitungen der Funktion f implizit bestimmen.

Beispiel n=1, m=1

Sei also g(z, f(z)) =0 Vx €Uy und g, #0 = (nach z differenzieren)
gz +gyf' =0 Vo €Uy = (nochmal differenzieren)

Gzz + gzyf, + (gyx + gyyf’)f’ + gyf" =0 Vzx e U() =

1 2
f//(x) = _g_(gx:z + 2gzyf/ + gyyf/ )
Yy

Analog erhélt man héhere Ableitungen.

Beispiel
2?2
g(x,y)z;-i—b—z—l:O 7(a7b>0)
2y

gy:b—27é0,fallsy7é0

= lokal auflosbar
nach y , falls y # 0

y
= Jdy(z) mit /_ ; <
\

lokal auflosbar

g(z,y(z)) =0 in Up(zo), XQ
falls —a < z¢ < a,
denn y=0 & z = =+a.

7

nicht lokal auflésbar

Implizite Kurvendiskussion :
Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

y=0 < z=+a (Schnittpunkte mit der z-Achse)
x=0 < y==+b (Schnittpunkte mit der y-Achse)

Extrema

notwendiges Kriterium

y =
Es gilt ¢/ (z) = P e gz =0und g, #0 (g, # 0 erfiillt, da lokal auflosbar)
9y
2
gz = —f =0 & =0, y= xb sind die moglichen Extremstellen
a

hinreichendes Kriterium
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Ist () =0 = ¢"(z)=—-—""" (vgl. 2.Ableitung oben)
9y
2 2
= b
= y'(0) = _gm_w:| = —%} = _T]
9y Jz=0 b2 =0 a’y y==b
= ¢”(0) <0 firy=0>b = relatives Maximum
= ¢"”(0) >0 fir y=—-b = relatives Minimum.
b2
Firy—0, x—+a = ¢(z)= _Ta: — +o0o0 = vertikale Tangente.
a?y

. 2% + 2y + u? — 02 0
gz y,u,v) = (4x+y2+u2—|—vz> = (O) :
Wo ist gz, y,u,v) = 0 lokal nach (u,v) auflésbar ?
Es gilt: §e€ CH(IR*) und
d(g1, g2) 2u  —2v 9(91, 92)
Buw,0) (2u 2 ) = 40, 0)
= J(z,y,u,v) = 0 ist lokal nach (u,v) auflosbar, falls u # 0 und v # 0, und es gilt

fiir die Funktionalmatrix der Auflésungsfunktion (u) = (u(m, v) >:
v v(z,y)
:_<a<g1,g2>)‘1<a<gl,gg>) .
(z,y) O(u,v) O(z,y)
(u,v) 1 20 2v 20 2\ _ 1 [ dzv+8v 4o + 4dvy
O(z,y)  Suv \ —2u 2u 4 2y)  8ww \ —4dru+8u —4du+4duy
_z+2 1ty
— 2u 2u
= ( z—2 1=y ) .
2v 2v
Hier miiiten jetzt noch w und v durch z,y ersetzt werden. Dazu mufl das GLS

g(z,y,u,v) = 0 nach u und v aufgelést werden:
Beide Gleichungen addieren ergibt:  2u? = — (2% + 2y + 4o +y?) =

)=8uv #0firu#0, v#0

u(z,y) = i\/—(z—; +y+ 2z + y—;), analog beide Gleichung subtrahieren ergibt

U(x,y)::t\/§+y—2x—y2—2.

Als Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen zeigen wir nun den Satz iiber
Umkehrfunktionen:

Satz 8.39 :  Umkehrfunktion
Sei f: M C IR"— IR" , ¥y € M , U Umgebung von Zy mit U C M. Es gelte:

. df
a) feClU) wund b) det(d—;;(fo)) # 0.
Dann existiert eine Umgebung Vj von f (Zo) = Yo mit:
fbesitzt eine Umkehrfunktion f_l : Vo — IR™, und es gilt f_l € CY(Vy) mit
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(Inverse der Funktionalmatrix).
Also f ist unter diesen Voraussetzungen lokal umkehrbar.

Beweis : .
g(Z,y) =y — f(Z) = 0 muB} lokal nach & auflésbar sein. g erfiillt die Vor. des
Satzes 8.38, denn:

—/ = — ~ 8(917"'7971) — — df hvd
§(Zo,%0) =0, de (8(1‘1, — ’xn)(fcoayo)) et df(ﬂfo)) 70
= ¢ — f(&) = 0 ist lokal nach # auflosbar, dh.: es existiert eine Umgebung Vj von

Jomit f1:Vo— R, fLeC Vo), 7 f(f (%) =0 Vi€ Vpund

df_l N 0(g1s--y9n) , 71, - 0g1s--y9n) , 721, -
T = - (gt () (Gt (y))>,

E Einheitsmatrix

(.

Beispiele
. Polarkoordinaten

) T
x=rcosp = fi(r,p) , y=rsinp = fo(r,¢) , also ( ) = f(r,p)
Af1, f2)  O(z,y) <cos<,0 —Tsingo)

sinp  rcosp

o(r,e)  A(rp)
d(z,y)
o(r, )

= f lokal umkehrbar, falls r # 0. Fiir die Umkehrfunktion <T> =f “a,y) gilt:
¥
-1 : cosp  sing
A(r, ) :(ﬁ(x,y)) :l(rcosgo rsmgp): (_singo cosw)

= det(

)=r#0,fallsr#0

d(z,y) a(r, ) r \ —singp cosp . g
T Y
a(r, ) .
= ? — r T
d(z,y) _% £2
r r
L Y Y T
= Tx:;7ry:;790$:_r_2>90y:7n_2'

Diese partiellen Ableitungen hatte man natiirlich auch direkt bekommen kénnen, denn
es gilt:

z )
r=+vz2+y? = o= Ty =

Y= arctan 2 yfallsz >0 =
x
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1 Yy=_"Y y S N

('%:T(%)?(_F m:_r—g, Py =

Anwendung hierzu:

f(x,y) = h(r,¢) (Polarkoordinaten einsetzen)

= fo=hTe + hopps = hy - % + hy - (_r%) (Kettenregel benutzen)
Yy x

fy = hery + hopy :hr';‘l'htp'(r_g) :

. Kugelkoordinaten

x =rcospcosth = fi(r,p, )
y =rsinpcosy) = fo(r, ¢, )
z=rsiny = f3(r, ¢, 1)

COS(CostY —rsinpcosy —rcospsiny
I(z,y, 2) . T
Nr o) sinpcosy  rcospcosy  —rsinpsiny
(r,,%) sin v 0 r Ccos Y
Nz, y, 2) 2
det(=——=)=r"cosyp #0 ,fallsr Z0und —% < < Z .
A(r, 1) 1 ? g
o(r, o, ) _ (3(56,1/,2:))
Nw,y,z)  \O(r,p,v)
1 r2 cos p cos? 1 r? sin ¢ cos? ¢ r2 sin 1) cos 1
=5 —7rsinp T COS 0
recost —rcos@siny cosy —rsinpsiny cosy 7 cosZ
COS ¢ cOS P sin ¢ cos 1 sin vy
sin ¢ cos 0
= 7 COS 7 COS
1
——cospsiny ——sinpsiny —cosy
r r r
x Y z
ry r r
Tz yz 0
or2 or2 72
mit r = /22 +y? + 22 und o= /224y =rcosy
x Y z
= Tp= =, Ty==, Ty =—
r r
__ Y _* _
@x—_?7@y—?7§02—0

N Tz i yz _Q
waz—_m7¢y__ﬁv¢z—r_2-

Anwendung hierzu:
f(x,y,z) = h(r,p,1) (Kugelkoordinaten einsetzen) =-
fm:hrrx+hcp50x+hw¢m:hr'$+h4p'(__ (
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Yy T Yz
fy = hﬂ“y —|-h4p90y +h¢¢y = hr . ; —|—h¢ . (?) +h¢ . (——)

fz:hrrz+h¢§02+hwwzzhr§+h@0+h’l/1(r%)

Extrema fiir Funktionen mehrerer Variabler

Definition 8.40 : relative Extrema

Sei f: M C R" — IR.

f besitzt in Zy € M ein relatives Maximum (bzw. Minimum), wenn es eine Umgebung
U von Zy gibt mit f(&) < f(Zy) (bzw. >) VZ e U.

Gilt < (bzw. >) V& € U\{#y}, so spricht man von einem strengen relativen
Extremum.

Satz 8.41 :  notwendige Bedingung fur relative Extrema
Sei f: M CIR"— IR, ¥p € M, UC M Umgebung von T.
Ist f € C'(U) und hat f in @y ein relatives Extremum = grad f(Z) =0 .

Beweis :

f hat ja in jeder Koordinatenrichtung €; als Funktion der i-ten Koordinate in % ein

of
Tg) =0 Vi=1,2,....,n.

O (.flfo) ? ) &y y TV

%

relatives Extremum =

l rel. Maximum

=
-
|1 -

e

rel. Minimum 4

relatives Maximum relatives Minimum

Fiir ein hinreichendes Kriterium benotigen wir die Begriffe ”positiv definit”, "negativ
definit”, ”indefinit” aus der linearen Algebra (vgl. Def 2.54, S.86 ).

Sei Q(Z) =< AZ,Z > eine quadratische Form mit einer reellen symmetrischen
(n,n)—Matriz A. Dann heift

A positiv definit < Q(¥) >0 V&€ R”\{@},

A negativ definit < Q(Z) <0 V& € R™\{0},

A indefinit < Q(Z) nimmt positive und negative Werte an,

A positiv semidefinit < Q(Z) >0 Vi e IR,

A negativ semidefinit < Q(Z) <0 V¥ € IR™.
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Es gilt (vgl. Satz 2.56, S.88 )

A ist positiv definit < alle EW von A sind > 0
< alle Hauptunterdeterminanten det A; > 0.
A ist negativ definit < alle EW von A sind < 0
< alle Hauptunterdeterminanten det A; haben wechselndes
Vorzeichen: det A; < 0,det Ay > 0,det A3 < 0, usw.
A ist indefinit < es existieren positive und nagative EW
& die Hauptunterdeterminanten det A; haben andere
Vorzeichen als bei positiv- bzw. negativ-(semi)definit.
A ist positiv semidefinit und nicht positiv definit
& alle EW von A sind > 0 und mindestens ein EW =0
= detA = 0 und alle Hauptunterdeterminanten det A; > 0.
A ist negativ semidefinit und nicht negativ definit
& alle EW von A sind < 0 und mindestens ein EW = 0
= det A = 0 und alle Hauptunterdeterminanten det A; haben wechselndes
Vorzeichen: det A; < 0,det Ay > 0,det A3 < 0, usw.

Hierbei sind die Hauptunterdeterminanten det A; folgendermaflen definiert:

ai AT
det A; = det ist die i-te Hauptunterdeterminante von A, also
(075} oo (0773
det A; = (a11) , det Ay = det a1 12 , ..., det A, = det A.
a21  G22

Spezialfall,. n=2 , A= (Z Zé)

Dann gilt: (vgl. Satz 2.55, S.87 )

A positiv definit < a >0 und det A > 0.
A negativ definit < a < 0 und det A > 0.
A indefinit & det A <O.
det A=0 = A ist semidefinit.

Satz 8.42 :  hinreichendes Kriterium fiir Extrema

Sei f: M CIR"— IR, ¥y M, UC M Umgebung von Zj.
Sei f € C?(U) und sei grad f(i) = 0.
: N AL e )
Ist die Matrix A(Zy) ((%cic%cj (Zo) i
a) positiv definit = f hat in & ein strenges relatives Minimum
b) mnegativ definit = f hat in &y ein strenges relatives Mazimum
a) indefinit = f hat in &y kein Extremum (sondern Sattelpunkt).
Ist die Matrix A semidefinit = keine Aussage maoglich.
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Beweis :
Die Taylorformel liefert fiir h € IR™ mit ¥y +h € U

- 1 <& - .
f(Zo+h) = f(Zo) + 3 E frix;(Zo + 6h)h;h; mit 0 <6 <1 (dagrad f(Zo) = 0).
1,j=1

Also gilt:
= 1 T
f(@o+h) = f(&o) + §<A(fg +0h)h , h) mit 0<§ <1 und mit der Matrix
A(&o + 0h) = <f$i$j (Zo + 55))-
a) Ist A(Zo) positiv definit = (A(Zo)h, k) >0 Vh#0.
Da f;,., stetigin U =
(A(Zo + 0h)h, k) >0 Y0 < |h| <e
F(Zo+h) > f(Z) YO < |h| <e

f hat in &y ein strenges relatives Minimum.

4

o
N~—

Analog.

(A(Zo + Sh)h, fz> nimmt positive und negative Werte an fiir 0 < || < ¢
f hat in Zy kein Extremum.

e

Beispiele
flmyy) =2y = [feC>®(R?*) (vgl. Beispiel 2., S.253 )

notwendige Bedingung:

fo=y=0, fy=2=0 = gradf(z,y)=0 & (;)

hinreichendes Kriterium
A .CI?, = 4 pr—y
o) <fwy o)y L0

= A0.0=(]

det A(0,0) = —1<0 = A(0,0) indefinit

= kein Extremum, sondern

Sattelpunkt in (8) .

I
RS
o O
"

fley) = (@ +y)? —12ey = feCP(R?)
_ (3 4y)P—12y\ _ (0 _
grad f(x,y) = <3(a:—|—y)2—12w =10 = x=y
= (einsetzen in 2.Gleichung) =z =2 = (y _ 0) oder (y _ 1)

0 1
= mogliche Extrema in (0> und <1) .
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Alz,y) = (fmac fxy)(x’y) _ < 6(z + 1) 6(z +y) — 12) R

Ty fyy 6(x +y) — 12 6(x+y)
0 —12
A0 =1 "1 o

det A(0,0) <0 = A(0,0) indefinit

= kein Extremum, sondern
0
Sattelpunkt in (O) .

12 0
AL 1) = ( 0 12
a1 =12>0, detA(1,1)>0
= A(0,0) positiv definit

1
= relatives Minimum in <1) mit f(1,1) = —4.

f@y) =2y(B—x—y) = [feC>(R?)

_(B3y—2zy—y*\ _ (yB-22-y)\ _ (0
grad f(z,y) = <3x —2?2—2xy ) \z@B-2-2y))  \0O
= (aus der 1.Gleichung) y =0 oder y =3 —2x = (einsetzen in 2.Gleichung)

y=0 = z2zB8—-2)=0 = z=0oderz=3
y=3-2z = z(3—x—6+42x)=232x—-3)=0 = z=0,y=3o0derz=1,y=1

= mogliche Extrema in (8) , (g) , (g) , (1)

o= (57 1), = Gowta Y

A(0,0) = (g 8) , det A(0,0) <0 = A(0,0) indefinit = kein Extremum
A(3,0) = (_03 :2) , det A(3,0) <0 = A(3,0) indefinit = kein Extremum
A(0,3) = (:g _03) , det A(0,3) <0 = A(0,3) indefinit = kein Extremum
A(1,1) = (:f :;) , a1 = —2<0.detA(1,1) =3 >0 = A(l,1) negativ

1
definit = relatives Maximum in <1) mit f(1,1) = 1.

flwy)=a? = feCP(R?)
(a:) = (2) , y € IR, sind mogliche Extremstellen

st~ (5)-() =

A(0,y) = (g 8 = a3 =2 >0, detA(0,y) =0 =  A(0,y) positiv
semidefinit = Kriterium nicht benutzbar.
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0
Da f(0,y) =0< f(z,y) Yx #0, y € IR = absolutes Minimum in (y) , y € IR,
mit f(0,y) = 0.

Cflzy) =22+ = feC™(R?)

2
grad f(x,y) = <§§2> = <8> (x) = (g) ist mogliche Extremstelle

)
A(0,0) = (8 8) = ay;;1 =0, det A(0,0) =0 = Kriterium nicht benutzbar.

Da f(e,e) > f(0,0) Ve >0 und f(—e,—€) < f(0,0) Ve >0

= kein Extremum in (8) .

flryy2) =22+ 22 + 22+ 20y = f € C°(IR?)
fr=2x4+2y=0 = y=—=x

fy=4y+2x=0 = y=—x/2

f=22=0 = 2=0

aus den beiden ersten Gleichungen folgt * =y =0 =

einzige mogliche Extremstelle ist (x,y, z) = (0,0,0)
A0,0,0) = | fyo fuy o — (2 4 0
feo foy foz ) (000 0 0 2

2 2
2 4

definit = relatives Minimum in 0 mit £(0,0,0) = 0.

a11:2>0,det< ):4>O,detA:2-4:8>O = A ist positiv

flryy,z) =2 +xz+yz = feC®(R?

fr=2x4+2=0 = z=-2z

fy=2=0 = 2=0

fo=x4+y=0 = y=-—=x

= z=y=2z=0 = einzige mogliche Extremstelle ist (z,y, 2) = (0,0,0)

2 01
A(0,0,0)=(0 0 1
1 1 0
2 0 .
a11:2>0,det(0 O):Ozo,detA:—2<O = detA#0 = A=0ist

kein EW ; Vorzeichenwechsel anders als bei "negativ defint” = A indefint
= kein Extremum in 0.
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Extrema mit Nebenbedingungen

In der Anwendung tritt hdufig das Problem auf, Extrema einer Funktion zu bes-
timmen, wenn nicht alle Z € D(f) zugelassen sind, sondern den Variablen ¥ gewisse
Beschrankungen auferlegt werden (z.B. Temperaturverteilung auf einem Flachenstiick
im Raum). Die Beschrinkungen (Nebenbedingungen) werden i.A. durch Gleichungen
angegeben:  ¢1(2) =0, g2(Z) =0, ... , gn(Z) =0.

Wir geben eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines solchen Extremums an:

Satz 8.43 :  Multiplikatorenregel von Lagrange
Sei f: M C R" — IRund seien g; : M — IR, (i =1,2,...,m) die Nebenbedingungs-
funktionen. Sei Zy € M und U C M eine Umgebung von #,. Seien f,g; € C1(U)

und rang (gg}ll’—’gxm;(fo)) =m und g;(%)=0 Vi=1,2,...,m.

Dann gilt:

Hat f in Z( ein relatives Extremum unter den Nebenbedingungen
91(%) =0,92(Z) =0,...,9m(Z) =0, so existieren reelle Zahlen Aj, Ag, ..., A, mit

of
8ill'¢

OGm
6:1,“@-

dg1
8:1;2~

(Zo) + M1 =—(Zo) + ... + A\m (Z)) =0 Vi=1,2,...,n

Die Zahlen \; heiflen Lagrange Parameter.

a(g1792; s 7gm)
8(%1,%2, e ,Jjn)

rang < (.fo)> = m bedeutet: m unabhingige Nebenbedingungen.

Beweis :

Es wird der Satz iiber implizite Funktionen benutzt:

Wir zeigen die Behauptung nur fiir eine Nebenbedingung, also m = 1; fiir m > 1 geht
der Beweis analog (siehe Literatur).

m = 1: also eine Nebenbedingungsfunktion g = ¢;.

(@) =1 = gradg(F) £0.

(T1,y. -y Tp)
Sei 0.B.d.A. g, (Zo) #0 = g(x1,22,...,2,) = 0 ist lokal nach z; auflésbar, dh.
Jh mit 1 = h(xa,...,x,) und g(h(xa,...,xy), T2, ..., 2,) = 0 in U(Zy).

Nach z; differenzieren = g, he, + 90, =0 Vi=2,...,n.

Da f in &y ein relatives Extremum unter der Nebenbedingung ¢(#) = 0 besitzt, folgt
fiir F(za,...,2n) = f(h(x2,...,2,), 22, ..., x,) = grad F() = 0, also

(fe ho, + f2,)(@0) =0 Vi=2,...,n.

Mit A = — J2(70)

(=Agzy P, + f2,)(Z0) =0 ,dagp by, = =9, = (Mg, + f2,)(Z0) =0 Vi=2,...,n.

Da rang (

folgt dann:
Yy (IO)
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ERENCONN Aoy +fo )(To) =0 = (Agw,+fu,)(To) =0 Vi=1,2,...,n.

Da A :=
9zy (3;'0)

Anwendung dieses Satzes

Um mogliche Extrema der Funktion f unter den Nebenbedingungen
91(%) = 0,92(%) =0,...,9m(Z) = 0 zu finden, betrachtet man die Hilfsfunktion ¢ mit

o(z1, ..

und 16st das Gleichungssystem

grad (@1, ..., Ty Ay e ey Am) =0
Also
of dg1 , OGm , .
M Dy =0, i=1,2,.. .,
8xi(x)+)\18xi(x)+ + A oz, (Z)=0, 14 n
9i(Z) =0, i=1,2,...,m (Nebenbedingungen)

Das sind (n + m) Gleichungen fiir die (n +m) Unbekannten (x1,...,Zn, A1,..., Am).
Nur die als Losungen dieses Gleichungssystems auftretenden (z1, ..., z,) sind mogli-
che Extremstellen von f unter den Nebenbedingungen ¢;(¥) =0, i =1,...,m. Ob
es wirklich Extremstellen sind, mufl an Hand der Funktion f untersucht werden (es
gibt kein sinnvolles hinreichendes Kriterium).

Beispiele

. Wie sind die Kantenlangen einer oben offenen Pappschachtel zu wahlen, damit bei
vorgegebenem Volumen V die Gesamtoberfliche minimal wird, dh.: moglichst wenig
Pappe verbraucht wird 7

V =xyz gegeben mit x,y,z2 >0 = g¢g(r,y,z) =ayz—V =0 (Nebenbedingung),
f(z,y,2) =2y + 2yz + 2zz (Oberflache).
Gesucht: Minimum von f unter der Nebenbedingung ¢(#) = 0.
grad g(z,y, 2) = (yz, 2z, zy)" # 0 fiir z,y,2 > 0
Hilfsfunktion p(x,y, 2, A) = f(z,y, 2) +Ag(z,y, 2),
gradp =0 = z
Ve =y+224+Ayz=0 ’,/’
oy = +2z2+ Az =0 ’ Y

0, =2y +2x+ Axy =0

ox=xyz—V =0
Dieses Gleichungssystem muf3 gelost werden:
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x * 1. Gleichung —y * 2. Gleichung = 2z(z —y)=0 = z=y (daz>0)
z % 3. Gleichung —y * 2. Gleichung = z(2z—y)=0 = z=y/2 (daz >0)
3
einsetzen in 4. Gleichung = % =V = y= \/3 2V
= einzige mogliche Extremstelle ist:
1
x:y:\B/QV 2\/32V
Hiermit erhélt man fiir die Oberfliche f(z,v,z) = 3(2V)?/5.
Da f ein Minimum annehmen muf}, muf} dieses Minimum an dieser Stelle

rx=y=2z= \3/2V angenommen werden (die Oberflache und damit f wird beliebig
grof}, wenn x oder y oder z — 0, weil dann eine andere Variable gegen oo gehen muf,
daja xyz =V ist).

In diesem Beispiel kénnte man auch die Nebenbedingung ¢(z,y,z) = 0 nach einer

v
Variablen auflésen, z.B.: 2z = —. Einsetzen in die Funktion f ergibt

Ty
%4 V \%4 1 1
xy . x 2a:‘g// x oy
Z/“‘QV(_P) ) 0
grad h(z,y) = 1 = 51 :(O>
2V 2V 3 2V
y—x—undxy =2V = F_l = T = \/2V,y_w
3 V 13
= 2 = — = — 2 .
= y= V2V |z V)27 2\/V
4V 1
h h 3
( ) hey  hyy o) 4V

= A( \/2V \/ ( ) positv definit, da a;; =2 > 0 und det A =3 >0

1
= relatives Minimum in z =y = \/ 2V, =3 ) 2V .

. Gesucht: Die kiirzeste Entfernung von der Hyperbel 2% + 8xy + Ty? = 225 zum
Ursprung.

f(z,y) = 2®> +y*> (Entfernung zum Quadrat)
g(x,y) = 2% + 8xy + Ty> — 225 =0 (Nebenbedingung)

grad g(z,y) = (22 + 8y, 8z + 14y)T # 0 fiir (z,y) # (0,0).

Es gilt: die Enfernung ist minimal < das Quadrat der Entfernung ist minimal.
Deshalb suchen wir das Minimum der Funktion f unter der Nebenbedingung
9(z,y) = 0.

pz,y,A) = fz,y) + Ag(z,y) , gradp=0 =



0r =22+ AN(2x+8y) =0
0y =2y + A8z +14y) =0
ox=g(z,y) =0

Dieses Gleichungssystem mufl gelost werden:

Die ersten beiden Gleichungen durch 2 dividiert ergeben in Matrizenschreibweise:

I+A 4 z\ (0O
AN 147X y) \0)°
Da die triviale Losung ) = g nicht die 3. Gleichung erfiillt, suchen wir nicht-
)

. B - . 1+ A 4\ B
triviale Losungen des GLS. Damit diese existieren, mufl det ( AN 147 )\) =0

sein, also (1+A)(1+7\) =16)2 = 9N -8 —-1=0 = O +1)(A-1)=0
= )\zloder)\:—%

2 4 x 0 x 2
= (59)(5)=(0) = (5)=e(5) aem
Einsetzen in die 3.Gleichung = o?(4—16+7) =225 = o= —
= keine Losung.

ok 5 (5 )G =) = (5)e(s) een

Einsetzen in die 3.Gleichung = o?(1+16+28) =225 = o?=322 =5
= a==+V5

1
= (x) = i—\/g(Z) sind die beiden einzigen Losungen mit f(£v/5, £2v/5) = 25.
Yy

Da f ein absolutes Minimum annimmt (Maximum fiir x — oo oder y — o0), wird
das Minimum an diesen beiden Stellen angenommen, also ist die minimale Entfernung

dz5bd@)zh@@)

. Gesucht:  Die absoluten Extrema der Funktion f(z,y,2) = (z +y + 2)? auf der
Kugeloberfliche g(z,y,2) =2?+y?>+ 22 —-1=0.

5

Da f stetig auf der kompakten (d.h.: abgeschlossen und beschrinkt) Kugeloberflache
ist, nimmt f auf der Kugeloberflache ihr absolutes Maximum und Minimum an.

grad g(z,y, 2) = (2, 2y,22)T # 0 fiir (z,y,2) # (0,0,0).

ﬂw%)zf@wwﬂﬂﬁﬂud , gradp =0 =
=2 +y+z2)+A-20=0
=2z 4y+2)+A-2y=0

0, _2(.r+y+z)+)\ 22=0

or=a>+y*+22-1=0
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Aus den ersten 3 Gleichungen = 2 \x =2 \y =2 2z = A=0oderz =y = 2.

A=0: = z+y+2z=0 (Ebenedurch0) und 22432422 =1 (Kugeloberfliche
um 0 mit Radius 1)
= Schnittkurve K der Ebene mit der Kugeloberfliche mit f(z,y,z) = 0.

1
A#£0: = x=y==z ,ecinzetzen in 3.Gleichung = 32°=1 = z=+-——

V3
= x= :z:i-i 1 1) (:|:3
g V3 f B

Also: absolutes Minimum auf der Kurve K mit f(z,y,z) =0,

mit  f(+ )? =3.

1
absloutes Maximum in z =y = z = +— mit f(x,y,2) = 3.

V3

Diese Aufgabe hiatte man auch anders l6sen konnen:

flz,y,2) = (x +y+ 2)? = 2% + y*> + 22 + 22y + 2yz + 222 ist eine quadratische

1 1 1
Form f(Z) =< AZ,Z > mit der symmetrischen Matrix A= {1 1 1
1 1 1

Die Nebenbedingung x? + y? + 2% = 1 ist dquivalent zu |7] = 1.

Nach Satz 2.57, S.88 | gilt:

ma}i < AZ,Z >= A1  mit A der groffite EW der Matrix A. Das Maximum wird
Zigenommen bei den EV #; zu A\ mit |#1] = 1.

mm1 < AZ, ¥ >= )\, mit )\, der kleinste EW der Matrix A. Das Minimum wird
Zigenommen bei den EV Z,, zu A, mit |Z,| = 1.

Also erhalten wir bei obigem Beispiel:
Berechnung der EW

1—A 1 1 1—=A 1 1
det(A — \F) = det 1 1—A 1 = det 1 1-X 1
1 1 1—A 0 A —A
1-x 2 1
—det| 1 02X 1 | =-A@A-NE=N)—2)=-AX2-3)\) = -A2(A—3)
0 0 —A

= A =3, A2 =0 (doppelter EW)
Berechnung der EV

zu A\ = 3: 1 —2 1 = H=al|l] ,|7#=1 = a=+—
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1 1 1
zu A = O: 1 1 1 = x+4+y+2=0, 22+9y*+22=1 = Schnittkurve K
1 1

1
zwischen der Ebene x +y + z = 0 und der Kugeloberfliche z? + 32 + 22 = 1.
1
= max(r +y+2)? =3, Maximum wird angenommen bei # =+— [ 1 | ,
|Z|=1 \/§ 1
min (z + y + 2)> = 0, Minimum wird angenommen auf der Schnittkurve K.

|Z|=1

. Gesucht:  Die kiirzeste Entfernung von der Ellipse 22 + 4y? = 4 zur Geraden
r+y=4.

Sei <x> ein Punkt \4
Y

auf der Ellipse 2 + 4y? = 4. \
il BN

X
Sei Y ein Punkt ~1] = 4
v

auf der Geraden u+v =4
= Entfernung von (x) zu (u) zum Quadrat ist:
Yy v

fl@yuv) = (z —u)? + (y —v)?
g1(z,y,u,v) =22 +4y*> —4 =0 (1. Nebenbedingung)
g2(z,y,u,v) =u+v—4=0 (2. Nebenbedingung)

0g1,92)  (2xz 8y 0 0 B . 0
W_ 0 0 1 1 = rang = 2, falls ) £ o)

p(@,y,u,0, A1, A2) = (2,4, u,0) + Xigr (2,4, u,0) + Aaga(z, y, u,v)
0r =2(x —u) +2Mz =0
0y =2(y—v)+8\y=0
gpu:—Q(l‘—u>+)\2 =0
o ="2(y—v) + A2 =0

2% :I2+4y2—4:0
Oy, =u+v—-4=0
1. 4+ 3.Gleichung = Ao +2X\x =0

2.4 4.Gleichung = Ay +8\1y =0.
Subtraktion dieser beiden Gleichungen = 2\ (x —4y) =0 = X; =0 oder z =4y

4. — 3.Gleichung = z—u=y—wv.

A =0: = x=wuund y =v , also Schnittpunkt der beiden Kurven
= z4+y=4 = z=4-y = (“@-y?+42-4=52-8y+12=0
(1. Nebenbedingung) = keine reelle Losung = es existiert kein Schnittpunkt.
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M#0: = x=4y = (4y)?> +4y> =4 (1. Nebenbedingung)

2 .. .
= =- = = — (Lo6sung im 1. Quadranten) = = — .
Y 5 Y 75 ( g ) V5

Daz—u=y—v = u—v=xz—y und u+v=4 (2. Nebenbedingung)
3 3
Addition = 2u=4+(r—y)=4+— = u=2+——%=

V5 2v/5

3 3
Subtraktion = 2v=4—-—(z—y)=4— — = 0v=2— ——
' (z —vy) 7 -
1
= r=—,y=—=,u=24+——, v=2— —= ist die einzige Losung mit
NG Y NG 2v/5 2v/5 s s

4 1 3 3 5 5 1
—, 2+ 2 — —2-—=)+(2-—=) =-(4—-V5)~
"Bt e ? o ~C s e s Tl Y
Da die kiirzeste Entfernung existiert (Entfernung — oo fiir u — oo oder v — c0), mufl
die kiirzeste Entfernung an diesen beiden Punkten angenommen werden. Die kiirzeste

1
Entfernung ist d = — (4 — v/5).
g \/5( )

. Gesucht: Die absoluten Extrema der Funktion f(x,y) =2+ y?>+ 2y in
M:{(m) :x2+y2§1}.
Y

f ist stetig auf der kompakten Kreisscheibe M = f nimmt ihr absolutes Maximum
und Minimum in M an.

a) Inneres von M:

notwendige Bedingung fiir relative Extrema: grad f(z,y) =0 =

foe=224+y=0, fy=2y+2x=0 = y=-22, 4dot+r=-3v=0 = z=y=0
0

= (:1:) = < ) € M ist (einzige) mogliche Extremstelle im Inneren von M.

Y 0
hinreichendes Kriterium:

A(0,0) = (fm fmy) = (2 1) positiv definit, da a;; =2 > 0 und det A > 0
oo Jw)o) \1 2
0
= relatives Minimum in (O) mit £(0,0) = 0.

b) Rand von M:
g(x,y) =22 +9y?* —1=0 (Nebenbedingung).
Daz?+y* =1 = f(x,y)=1+uxy
= o(z,y,A) = f(z,y) + Ag(z,y) = (1 +2y) + M2? +y° - 1),
gradp =0 =
Y =yY+2 \x =0
Yy =2 +2\y =10
pr=2"+y*=1=0
Die ersten beiden Gleichungen in Matrizenschreibweise ergeben:

301



22 1 x\ (O
1 2\ y) \0
Dieses GLS ist nichttrivial 16sbar (die triviale Losung erfiillt nicht die 3. Gleichung)

oA 1\ ., !
][1111",fallsdet(1 2)\)—4)\ —-1=0 = )\—ii.

)\_1' 1 1 z\ (0 N r\ 1

—2° 1 1/)\y) " o y) =Y\ -1

einsetzen in 3.Gleich = + ! = < + 1 1>

insetzen in 3.Gleichun oa=+— = .
g \/§ y

4

\ 1 -1 1 z\ (0 LT _
o2 1 —1)\y)  \o y) @
1
einsetzen in 3.Gleichung = a=+— = < =

V2
1
= mogliche Extrema auf dem Rand von M sind: =+ ( 1

1 1 1 1 1 1
f(iﬁ,¢ﬁ)=1—§=§ ; f(iﬁaiﬁ)

Insgesamt erhélt man fiir die absoluten Extrema von f in

<

0
Absolutes Minimum in <0) mit f(0,0) = 0.

1 1 1
Absolutes Maximum in +— (1) mit f(xt—=,+—=) = g :

V2

abs. Maximum ——

} abs. Minimum
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IX Orthonormalsysteme, Fourierreihen

Problemstellung:  Sei f : [a,b] — IR. Kann f durch ”einfache Funktionen” approx-
imiert werden 7 Als ”einfache FunktioTrllen” betrachten wir z.B.:

a) algebraische Polynome p,(x) = Z apz®
k=0

b) trigonometrische Polynome p,(z) = % + Z(ak cos kx + by sin kx)

k=0
Was heif3t ”approximieren” 7
pn soll die Funktion f moglichst gut anndhern, dh.: der ” Abstand” zwischen f und
P soll in [a, b] moglichst klein sein.
Wir miissen also den ”Abstand” zwischen zwei Funktionen "messen” konnen. Bei
stetigen Funktionen kann das folgendermaflen geschehen:
Sei Cla,b] = {f : [a,b] — IR, f stetigin [a,b]} die Menge aller in [a,b] stetigen
Funktionen. C|a, b] ist mit folgenden Operationen

(f+9)(x) = f(x)+g(xz) (Addition)
Af)(x) == Af(x) , Ae R, (Skalarmultiplikation)

ein Vektorraum, denn es gelten alle Eigenschaften des Satzses 2.3, S.28 | da sie jeweils
fiir die Funktionswerte gelten.

Fiir f € Cla,b] konnen wir folgende Norm definieren:

[flloo := max [f(z)]
z€[a,b]

Diese Norm heifit oco—Norm. Es gelten die folgenden Normeigenschaften

| flleo >0, =0 <« f(z)=0in|a,b]
[Aflloo = [All[ flle VA€ R
If+ gllooc < |Iflloo + |9l (Dreiecksungleichung)

Damit ist Cla, b] ein normierter Vektorraum.

Mit Hilfe dieser Norm konnen wir den Abstand zwischen zwel Funktionen
und g folgendermaflen messen

1f = 9l == mafi}lf(ﬂf)—g(w)l WY

z€la

der Abstand zwischen f und g.
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lim ||p, — fllco = 0 bedeutet:
n—:o
pn konvergiert in [a,b] gleichmdf$ig gegen f.

Diese Norm || f||oo ist nicht die Verallgemeinerung der Euklid-Norm |Z| des IR™, son-
dern die Verallgemeinerung der folgenden Norm des IR™:

T
12|00 = Jax lzi| , &= 1 | e R™ ;
In 1
Die Menge {7 € R? : ||Z|e <1}
ist das folgende Quadrat: X

Anders als diese co— Norm wurde die bisher im IR™ immer benutzte Euklid-Norm
n
>
i=1
definiert:  ||&]2 = V< &, & > .

iiber das Skalarprodukt < #,y >= inyi folgendermafien
i=1

172 =

Immer dann, wenn in einem Vektorraum ein Skalarprodukt < x,y > gegeben ist, der
Vektorraum also ein wunitarer Raum ist, kann in gleicher Weise eine Norm definiert

werden:  ||z|| := /< z,z > . Mit Hilfe dieser Norm koénnen wir dann den Abstand
|z — y|| zwischen zwei Elementen x und y messen.

Betrachten wir also noch einmal den Vektorraum Cfa,b] . Dann wird durch

b
<fg >:=/ f(z)g(z) dx

in Cla,b] ein Skalarprodukt definiert, denn es gilt:

<f,f>>0 , =0 & f(zr)=0in |a,b
<A,g>=A<f,g> , <f4+g,h>=<f,h>+<g,h> (Linearitit)
< f,g>=<g,f> (Symmetrie)

Damit ist Cla, b] ein unitirer Raum.

Mit Hilfe dieses Skalarprodukts wird dann die folgende 2-Norm definiert:

1flls = V< F f > = / (2) do

Es gilt
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Ifl2=>0 , =0 < f(z)=0in[a,b]
[IAfllz = [AIIfll2 AeRR

If+all2 <|fllz2+llgllz2 (Dreiecksungleichung)

| < f,9>|<|fll2llgll2 (Schwarzsche Ungleichung)

Beweis :  Schwarzsche Ungleichung
Sei < f,g > ein inneres Produkt und || f|| = /< f, f > die zugehoérige Norm, dann
gilt:

| <frg> 1</ llgll

Denn: Ist g=0 : auf beiden Seiten =0 = Behautung.

Sei g Z0und h = — || || = |n]| =1

0<||[f-<fih>h|P=<f-<fih>hf—<fh>h>
=<f,f>-2<f,h>2+ < f h>2<h,h> (wegen der Linearitit)
=fI?—=< f,h>? ,da<hh>=]h[?=1

g
= <fh>P<fIP = <fomp >R = < fog>2<IfIPllgl?

[l
= | <fig>[<IfI-llgll -

Beweis :  Dreiecksungleichung
If+gl>=<f+g.f+g>=<[ff>+2<fg>+<g,9>
< FIZ+20fIl - gl + llgll*  (Schwarzsche Ungleichung)

=+ 1gD)? = Nf + gl < IfI1+ llgll -

Fiir die 2-Norm lautet die Schwarzsche Ungleichung und Dreiecksungleichung aus-

geschrieben:
x) dm‘ < \//bf2(x) d:c'\//bg2(ac) dx
\// r)+g(z 2dm<\// f2(x dm+\//

Mit der 2-Norm ist Cla, b] ebenfalls ein normierter Vektorraum, und wir kénnen auch
bzgl. der 2-Norm den Abstand zwischen zwei Funktionen messen: || f—g|l2 (Abstand
bzgl. der 2-Norm).

Es gilt LA ||fll2 # Ifllee und  ||f —gll2 # If — 9lloo -
Beispiel

1
fla) =z, x€(0.1] = |fllo= mox [f)|=1#f]2= /x dx:%.
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9 9 y L] g
I/~ glloe 7erob \)’L
e

IS = gll2 7klein”: f

Es gilt aber

Satz 9.1 : Seien f,, € Cla,b] , (ne€ IN) , f e Cla,b.

Aus lim ||fn — flloo =0  (gleichmafSige Konvergenz in [a, b])

= lim ||f, — flla=0 (Konvergenz im quadratischen Mittel in |a, b))

Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht.

Beweis :

1 fn = £13 :/ (fa(@) = f(2))* do < max |fp(2) = f(2)]*(b—a) < | fo— fl 2 (b—a).

z€[a,b]

Wir wollen nun Funktionen f € Cfa, b] durch ”einfache” Funktionen im quadratischen
Mittel approximieren, d.h.: Gesucht:  p,, € Cla,b] mit lim ||p, — f||2 = 0.
n—oo

Dazu betrachten wir zunéchst einmal Orthonormalsysteme:

Definition 9.2 : Sei in Ca, b] ein Skalarprodukt < f, g > gegeben und die zugehorige
Norm ||flle = /< f, f >.

Seien @; € Cla,b] , (i€ IN), mit < @i, p; >= {0 falls i # j

1 fallsi=j"’
so bilden die Funktionen {p; : i € IN} ein Orthonormalsystem bzgl. des Skalarpro-
dukts < f,g >.

< i, i >=1 bedeutet ||¢illa=1 ,denn |¢;|2 =< @i, ;i >= 1.
Sei nun {y; € Cla,b] : i € IN} ein Orthonormalsystem bzgl. des Skalarprodukts

< f,g > und sei f € Cla,b].
Wir wollen f durch folgende einfache Funktionen approximieren:

pn(x) = Zakgpk(x) , (ne N, ar € R).
k=1

Frage: Fiir welche oy € IR wird

n
\f—pnll2=|If — Zakgokﬂz minimal ?
k=1

Um diese Frage zu klaren, betrachten wir die Funktion F' mit
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F(ala"'7an) = Hf_ZOékSDkHQZ :<f_zak90ka f_zaj(pj >

=< f, f> 220% < f, ¢ >+Zzak0¢g < Pk, >

kl]l

—||f||2—2204k<f90k>+204k
da<g0k,go > 0 fir k#y und =1 fir k—j
J

= F(a17~--7an):||f||22_2zak<f7§0k>+zak2-
k=1 k=1

Notwendige Bedingung fiir Minimum: grad F =0 , also

OF
— =-2<f,0;>420; =0 = a;=<f,p; >
aaj
o o N 9*F o :
Hinreichendes Kriterium fiir Minimum: A = positiv definit:
Oaj0ay,
2 0 0
0*F 2 fallsj =k 0 2 0 . .
m = {O falls j £ k = A= 0 0 0 positiv definit, da alle
0 0 ... 2
EW =2>0. Also Minimum fiir a; =< f,p; >.

Ergebnis: ||f — Zakgokﬂg wird minimal, falls ay =< f, ¢, >. Also gilt:
k=1

Satz 9.3 : Sei {g; € Cla,b] : i € IN} ein Orthonormalsystem bzgl. des Skalarpro-
dukts < f,g > und sei f € Cla,b]. Dann gilt:
Die beste Approzimation im quadratischen Mittel fiir f erhélt man durch

= Z < [ior > oi(z)
k=1

und es gilt die Besselsche Ungleichung
D < frow >2<fIS
k=1

Beweis :  (Besselsche Ungleichung)
OS||f_z<f;§0k>90k:H22:<f_Z<f790k:>§0ka f—z<f790j>90j>

=< f.f> 22<f>90k > +Zz<f790k >< frp5 >< or, 5 >

k=1j=1
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(da<g0k,goj> 0 fir k# 7 und =1 fir k=)

= (n— o0 Z<f,sok>§||f||2-

k=1

Hat man also in Cfa,b] ein Skalarprodukt < f,g >, und kennt man zu diesem
Skalarprodukt ein Orthonormalsystem {¢; : ¢ € IV } so kennt man die beste Ap-

prozimation im quadratischen Mittel durch p, (z Zakgok x); man mufl nur die

Koeffizienten «ap =< f,or > berechnen.

Wir wollen nun Beispiele von Orthonormalsystemen behandeln:

1. Fourierreihen
Sei Cl—m, ] mit < f,g >= f(z)g(z) doz und || f||2 = / f?(z) dx. Dann gilt:

1
Vor f

bilden in C[—m, 7] ein ONS (Orthonormalsystem).

1
Satz 9.4 : Die Funktionen { coskx , sinkx : k€ EV}

N

Bewezs : Esgilt fir k,m e Ny :

1 1 (7
/ —coskx - —=cosmx dr = / cos kx cosmz dx
T
—T

VT -

(cos(k: + m)x + cos(k — m)x) dz

T o
(1 81n(k+m):z: sin(k —m)z 1"
%( P + P—— )77r—0 Jfalls & #m
1 sin(k +m)x "
_ ) 2=t =1 falls k =
g 27T( - +.Z’):|7r Jfalls m # 0
1 ™
—(2:15)] =2 Jalls k=m =0
\ 271— —Tr

0 Sallsk#m

1
= <— cos kx, cos mm> { 1 fallsk=m=#0
VT NG 2 falls k= m = 0.

Analog zeigt man

! sin kx ! sinma) = 0 falls & #m
|1 fallsk=m#0

(7 simka, —
1 1
<ﬁcoskx,ﬁsinmx>:0 Vk,mE]NO .
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=I=I

< fiopr > pp =

=‘=|

(5] 0
/ ) cos kx dm)
SSRE

/\/—\M|,_.
S ==

gilt:

cos kx

) sin kx: dm) sin kx

Jalls pr(z) =

Jalls o (z) = cos kx

Jalls o (z) = sin kx

5l-51-5-

Satz 9.5 : Sei f: IR — IR 2mw—periodisch und stetig in IR.
Die beste Approximation im quadratischen Mittel erhalt man durch die trigonometri-

schen Polynome

a = :
T,(x) = 70 + Z(ak cos kx + by, sin kx)
k=1
mit

1 ™

ap = — f(x)coskx dx , (k=0,1,...)
™ —T
1 [7 )

b = — f(x)sinkzx dx , (k=1,2,...)
™ —T

T, (x) heifit Teilsumme der Fourierreihe

?0 + kz_l ay, cos kx + by, sin kx)

von f.

Die Koeffizienten ay, by heiflen Fourierkoeffizienten.

In der Besselschen Ungleichung gilt 7 ="

%2 S 2 2 1

k=1

' f?(x) dx

und lim ap =0 ,

k—o0

lim bk = 0.
k—o0

, d.h.:

es gilt die Parsevalsche Gleichung

Die Fourierreihe konvergiert im quadratischen Mittel gegen f.

Die Funktionen coskx ,

(75 7

bilden ein wvollstindiges ONS.
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Beweis :
Bis auf 7 =7 in der Besselschen Ungleichung folgen alle Aussagen aus Satz 9.3,
Satz 79.4 und aus dem Beweis zu Satz 9.3.

7

Da ;(a,f + b?) konvergent = klgl;lo ar =0, klingo b, = 0.

7

Ein ONS heifit vollstandig, wenn in der Besselschen Ungleichung ” = 7 steht. Beweis

der Parsevalschen Gleichung siehe Literatur.
Bemerkung : Satz 9.5 gilt auch fiir stickweise stetige, 2r— periodische Funktionen.

Die Frage, die nun noch behandelt werden muf}, lautet:
Wann konvergiert die Fourierreihe punktweise oder sogar gleichmdflig gegen f 7

Bevor wir diese Frage klaren konnen, miissen wir zunachst einige Hilfssatze beweisen:
Hilfssatz 1. : Es gilt

- 1 sin(n+ 3z

Zcoskﬂlc:§—l—M , (x#2r, 1€ Z)

: X
2sin 5

n 1 . l
Zcoskx:—§+w , (x#2n, 1€ Z)

2sin 5
Bewezs .
Z coskx = Re Z = Z(e")k (geometrische Summe, falls '® # 1)
k=0
1 — z(n—i—l)m —zm/2 ei(n+1/2)m . a2
= Re(w) = Re( ey Ry ) (erweitert mit e )
_ R (Cos(x/Z) —isin(x/2) — cos(n + 1/2)x — isin(n + 1/2)x) 1 n sin(n +1/2)x
- “2isin(z/2) 27 2sin(z/2)

Esgilt e?=1 & x=2r,lcZ.
b) folgt sofort aus a).

Hilfssatz 2. : Sei f: IR — IR integrierbar und 27— periodisch. Dann gilt fiir die
Teilsummen der Fourierreihe von f

2 [T/ 2 2
Tn(a;):—/ flx+2t) + f(z t)Kn(t) gt

™ Jo 2

sin(2n + 1)t o
mit dem Dirichlet Kern K, (t) = { Sint fallst #0, t €[-3, 7]
2n +1 Jfalls t = 0.
Beweis :
/ f@t) dt + — Z{ f(t) cos kt cos kx dt + f(t)sin kt sin kx dt
1

— —/_ﬂ[2 —}—Z Cosktcoskx+smktsmk:w)] f@t) dt
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1 ™ 1 n N
T /_7T [5 + ; cos k(t — ;1;)] f(t) dt (Additionstheorem)
s ‘ 1 "
== Cp(t—2)f(t) dt mit C,(t —x) _5 Zcoskt—x

-+
= l/ Cn(t—x)f(t) dt (da C, und f 27— periodisch)

== Cn(s)f(x+s) ds ( Substitution s =t —z , ds = dt)

0 T
:_/‘C(ﬁ@+@@+%ACMQﬂ s) ds

T
Substltutlon t=—s, dt =—ds, Cy(—t) = C,(t) gerade Funktion)

i x—ﬂdﬁ+l/w (O f(z+1) dt

71'/2 2
_ / (z +25) ; flo — )2C’n(2s) ds  (Substitution t = 2s , dt = 2ds)
T Jo
2 (T2 fx+25)+ flz—25) [1
:;/O 5 2[54—;008%31 ds

= Behauptung mit Hilfssatz 1.b).

9 2
Hilfssatz 3. : Es gilt —/ K, (t) dt = 1.
T Jo

Beweis :

Wir betrachten die Funktion f(z)=1 = ay=2, ay =b, =0 Vke€ N
92 /2

= T,(x)= a_20 =1=- K, (t) dt (nach Hilfssatz 2.).
™ Jo

Wir konnen nun folgendes hinreichende Konvergenzkriterium angeben:

Satz 9.6 :  Hinreichendes Konvergenzkriterium

Sei f: IR — IR 2mw—periodisch und stickweise stetig und stiickweise glatt (d.h.:

und f’ sind stetig in [—m, 7| bis auf endlich viele Sprungstellen).

Dann konvergiert die Fourierreihe T'(z) punktweise gegen

f(x) Jalls f stetig in x
1
i(f(m—l—) + f(z—)) Lfalls f in z Sprungstelle hat.

f

Die Konvergenz ist gleichmdf$ig in allen abgeschlossenen Stetigkeitsintervallen von f.

Beweis .'1
To(w) - 5(fa+) + f(2-))
2 [ fle +26) + fla = 20 2 [ f(at) + flao)
— ;/O 5 K, (t) dt — ;/0 5 K, (1) dt
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t .
5 5 ) - o -sin(2n + 1)t dt

/2 — f(x T — — f(x—
2/ <f(x-|—2t) f( +)+f( 2t) — f(z—)

™ Jo
/2
:%/ Wi, t) sin(2n + 1)t dt
’ fla+20) - flat) | fla—20)— fa—). 1
+ 2t

it t) = . .
it (r,1) = ( t R
Da }lﬂ(l) ¢($7t) = (f/(llf—f—) - f/(x_)) -1 ’ gllt
Y(x,t) ist stiickweise stetig bzgl. ¢ € [0, .
Mit folgendem Hilfssatz gilt dann:

1 2 /2
Tu() — 5 (Fa+) + flz-)) = %/O O, ) sin(2n + D)t dt — 0 fiir 1 — oo,

also punktweise Konvergenz in [—m, 7| und damit auch in IR, da

f und T,, 2mw—periodisch.

Beweis der gleichméfiigen Konvergenz in abgeschlossenen Stetigkeitsintervallen siehe
Literatur.

Hilfssatz 4. : Sei f stiickweise stetig in [a,b]. Dann gilt:

b
lim f(t)sinnt dt = 0.
n—oo a
Beweis :
b —cosnt]’
a) f konstant =c¢ = /csinntdt:c- — 0 fir n—o00.
a n t=a

b) f # konstant, dann 148t sich f durch Treppenfunlgcionen t,, annahern

b m T;
/ o () sinnt dt:Z/ cisinnt dt — 0 fiir n — oo
@ i=1Y%i-1
b
= / f@)sinnt dt — 0 fir n — oo, dat, — f fir m — oc.
a

Bemerkung : Die Fourierreihe einer stiickweise stetigen und stiickweise glatten
periodischen Funktion kann gliedweise integriert werden.

Denn: Die Konvergenz ist gleichméaflig in abgeschlossenen Stetigkeitsintervallen.

Beispiele

1 1
. f(z) =sin?z = 5~ g cos 2x Ve € IR (Additionstheorem)

ist schon fertige Fourierreihe.

3 1
. f(:c):sin?’xzzsina:—zsin?)x Ve € R

ist fertige Fourierreihe.

312



3. fl&) =2 firxze (—m,m) , f 2w—periodisch fortgesetzt.

f ist stiickweise stetig und : :
stiickweise glatt in IR mit / Vi
Sprungstellen in x =7+ 2kn , k € Z, - ,/‘ "5/2“

| f(x) Lfalls x # 7+ 2k
= T)= { 0 Jalls © = m + 2km.

f ist ungerade Funktion. Fir ungerade Funktionen gilt:

2 s
f ungerade Funktion = ap =0 Vk &€ INg und by = —/ f(x)sinkz dx
T Jo

denn:
1 T
ar = — f(z)coskx dr =0, weil f(x)coskz ungerade Funktion,
™ —Tr
1 [7 2 [T
b = — f(x)sinkx do = —/ f(x)sinkx dx, weil f(x)sinkz gerade Funktion.
™ J)_x ™ Jo

Umgekehrt gilt fiir gerade Funktionen:

2 ™
f gerade Funktion = b, =0 VK€ IN und a; = —/ f(z)coskx dx
T Jo

denn:
1 [" 2 [T
ar = — f(z)coskx de = — / f(x) coskx dx, weil f(x)coskz gerade Funktion,
- T Jo
1 s
by = — f(x)sinkz de =0, weil f(x)sinkx ungerade Funktion.
™ —T

Also in unserem Beispiel 3. gilt (da f ungerade): ar =0 Vk € INy und

A 2 — kx1™ 4 k
b — —/ xsinkx dx = —{x~ — oS m] —|—/ coS L dx}
T Jo T k 0 0 k

2 i " 2
= ;{%(— cos km) + sn};k:x}o} = E(_l)kﬂ , da coskm = (—1)¥ und sinkr = 0.
. . o o 2(-DM
Damit lautet die Fourierreihe von f: T'(x) = Z — —sin kz .
k=1

2(-1 k+1
Die Partialsummen T, (z) = Z (=1) sinkxr  konvergieren punktweise gegen
k=1

f(x) falls ¢ # 7+ 2knw
0 Jfalls ¢ = 7w + 2km.
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Die Konvergenz ist gleichmaflig in allen abgeschlossenen Intervallen, die keine Punkte

xr = 7+ 2km enthalten. Es gilt also z.B.:

e 2(—1 k+1
T(z) = Z (T) sinkxr =2 Vo e (—m, )
k=1
mit gleichméaBiger Konvergenz in [—7 +¢6,m—¢| , €> 0.

Fir = :g gilt:

T L 2(—1)k+1 T T T
()= 20T kT = (D = ..

2 k 2 2
k=1
: /0 Jfalls k& = 21 gerade —2(-1)! o«
Da sinkg = { (—1)!  falls k = 2] + 1 ungerade = ; 2A+1 2 =
P 20+1 4
Kurvenverlauf der Fourierpolynome T;,(z) fiir n = 10 und n = 50
3 3
2 2
1 1
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Fourierpolynom vom Grad 10 Fourierpolynom vom Grad 50

Gibbssches Phanomen: An den Sprungstellen treten starke Uberschwinger auf. Auch
bei hohem Grad werden diese Uberschwinger nicht kleiner, sie riicken nur néher an

die Sprungstellen heran.

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt:

2 o T
ag Z 2 oy 1 2
7 + k_l(ak + bk) = ; o f (l’) dl‘ =
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4. f(x) =h fir z € (0,7) , ungerade und 2w —periodisch fortgesetzt.

f ist stiickweise stetig und h —

stiickweise glatt in IR mit

Sprungstellen in x = k7w , k € Z, I Ta— T on
| f(x) Lfalls x # krw - | ~h

= Tlz)= { 0 falls ¢ = k.

f ist ungerade = ar =0 Vk € INy und

Jfalls k gerade

Jfalls k£ ungerade.

™ ™ 0
2 2h —cosk 2h
by = —/ hsin ka dr = —-M} = (—1)k)y =1 4n
T Jo T k o km T
4h o sin(20 + 1
Damit lautet die Fourierreihe von f: T'(z) = — ; % :
-5 -4 43 -2 -1 1 2 3 4 5

I\AAA,.AAAfl _1 W
Vvvvvvvvv

Fourierpolynom vom Grad 20

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt fiir h = 1:
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16 T
T l_O(Zl—l—l) T Jo

2

=
l:O(2l+1) 8

. f(z)=2* fir z € (—m,7n] , 2n—periodisch fortgesetzt.
f ist stetig und
stiickweise glatt in IR

= T(x)=f(x) VzelR

mit gleichméafliger Konvergenz in IR.

—2m -m m 2n

f ist gerade = by =0 Vk € IN und
2 [T 2 inkz|" T sink
ak:—/ 2% coskr dr = = { 22 ot —/ 20" g , (kE#0)
0 Eoly Jo TR

0 s

4 x—cosk:x ”+/”coskx i _ 4 7T(—l)’““_i_sink::zj " 4A(=1)F
oo = o k2 oo = B, k2

0
2 [T, 2 7 27
= — de = — — = — .
@0 7r/03c . T 3 3

2 k
Damit lautet die Fourierreihe von f: T'(z) = Ly Z t 21 ) coskx .

3 — k
107
91
gt
1
61
51
4t
gl
ol
11

-2 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

Fourierpolynom vom Grad 10
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DaT(:r) f(x) VxGR = z.B. firz =0:

,i

f(0)=0 =

k:+1 7T2

> =T

Aus der Parsevalschen Gleichung folgt:

47t 1 1 [7 2 x5 ont

— 416y — == tdr==.— =" =

29" ;1«1 w/_ﬂx TTE 5 T s
o0

—~k 90

Ist f nicht 2r—periodisch, sondern 2L —periodisch mit L > 0, so kann man die Fouri-
erreihe mit Hilfe einer Transformation erhalten:

Sei g(1) := £(2)
gt +2m) = F(LE2ELY — (L 49Ty = f(L) = g(t) =

g ist 2m—periodisch mit der Fourierreihe
(o)

Qo .
T(t) 5t ;(ak cos kt + by sin kt) und
I 1 (", Lt 1 [* k
ak:—/ g(t)coskt dt = — f(—)coskt dt:—/ f(s)cosis-zds
T J)_n T 0w T J_p L L

(Substitution s =Lt ds= Ldt)
kms

= ap = — / f(s Cos—ds.
Analog erhélt man

/ f(s sin@ ds .

Also sieht die Fourierreihe der 2L—periodischen Funktion f folgendermaflen aus:

T(x) = % + ;(ak cos k%a: + by, sin ]%Tm)
mit
1 L k 1 L km
ak—z/Lf(x)cosfxdx , bk—z/Lf(x)SlnfdefB




Komplexe Darstellung der Fourierreihe

Die Fourierreihe einer 2L —periodischen Funktion kann auch in komplexer Darstellung
geschrieben werden:

s
= i 1 [t —i—
T(x) = Z cke L mit ¢ = oF Lf(:c)e L dx

k=—o00

Hierbei gilt fiir £ > 0 (mit by := 0):

1 . 1 .
CL = Q(ak — ’Lbk) , C_p = §(ak —+ Zbk)

ap = ¢+ c— = 2Re(ck) , by =i(cg —c—) = —2Im(cx)

Beweis :
Firk >0 gilt

k
/ f(x Cos——isinﬂ) dz

L
kmx 1 [F . kmx ar b
= / f(x COS—dx—zE _Lf(a:)81anx_7—zE
k
C_p = /f cos——l—z mE)daz
b
= /f COS—dx—i—Z—/ f Sm—dm-%—i—@%z@k

Addltlon bzw. Subtraktion dieser beiden Gleichungen ergibt:
aip = ¢k + c_k = ¢ + ¢ = 2Re(cy)

by =cp—cx = bp= i(Ck - C_k) = i(Ck - Ek) = —2[m(ck).
k k: km
Z cke L =co+ Z cke L +che L
k=—o0 k=—o00
o0 kT o km
=co+ Z c_ke_zfx + chezfx
k—l k=1
:co+Zc kcosm—x—isinlm—x + ckcos——}—zsinkﬁ—x)
L
— % + l;((ck + c_g) cos k% +i(ck — c_g) sin Ime)
= % + kZI(ak cos IWTx + by, sin ka) =T(z) .



Beispiel

f(z)=e** fur xz € (—m,7m) , (a€ R\{0}) , 2m—periodisch fortgesetzt.

—én -1 m 21

f ist stiickweise stetig und stiickweise glatt =

T(z) = f(x) Jalls © # m + 2k
T 5™ +em)  falls x = 7 + 2k

1 T " 1 s . 1 e(a—zk)m 0
_ = aw =ik J. . (a—ik)x dr = — .
* = on ¢ ° YT on /_7r ¢ YT o Ta—ik

T T=—7

a+ik a—ik)mT —(a—1k)m a+ik am —ikm —am tkm
“ et e @ = gy T e
= (o z_ Zk—)I—(kQ)) sinh(ar) , da e =coskr = (-1)F =
(«
oo _1 k . . h )
T(x) = Z (=1) (oz(—l—zzi)ks;r)l (am) e’*®  (komplexe Darstellung).
(o
k=—oc0
20(—1)* sinh(a) 2k(—1)F+1 sinh(ar)
ap = 2R€(Ck) = 7T(052 n k2) ) bk = —QIm(Ck> = 7'('(0&2 + kQ)
sinh(am) /(1 <=, 2a(—1)F 2k(—1)k+1
T(x) = — (a + ,;(—0‘2 e cos kx + e sin kz)

(reelle Darstellung).
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Fourierpolynom vom Grad 50 fiir o = 0.5

Integration von Fourierreihen

Ist f stiickweise stetig und stiickweise glatt, so konvergiert die zugehorige Fourier-
reihe gleichméfig in jedem abgeschlossenen Stetigkeitsintervall. Also 148t sich die
Fourierreihe dort gliedweise integrieren. Damit 1a3t sie sich aber auch auf dem ganzen
Periodenintervall gliedweise integrieren (fiir den Beweis mufl man das Intervall an den
Sprungstellen aufteilen).

Beispiel

flx) =z fir xz € (—m,m),

2m—periodisch fortgesetzt,

flkm) =0 Vk e Z / L/
—2m - n 2

(vgl. Beispiel 3, S.313 ). /‘ /

2(—1)k+t

= f(x)zz sinkx Vz € IR.

v L 2(—1)ktL = 2(—1)F —coskt]”
sy =320 [ ar =y 2 = }
k 0 — ok koo,

(=) SR 2(—1)k ap = 2(—1)*
:;—ﬂL; 2 COS]{L’E:?—FI; 2 coskx .

T x 2
Mit g(x) = f(t) dt = / tdt =" , x € (—m,m) , 2r—periodisch fortgesetzt,
0
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1 [" 2 7w g2
d _ - —d_—-—:—
und ag 7T/_7r / x " 3 =

e 2(-1)F

6 k?
k=1

mit gleichméafiger Konvergenz in IR, da g stetig und stiickweise glatt in IR.

coskrx VzelR

g(x) =

—2m —.11 n 2m

Graph von g

Nochmalige Integration ergibt fiir x € (—7r, ):

xX 2 xX
/ g(t) dt = %/ coskt dt = —x + Z sinkz .
0 0
 2(—1)F !
Da x = Z %sinkx Ve e (—m,m) =
k=1
mit A(z) :/ ) dt = / — dt = — fir z € (—m,m) , 2r—periodisch fortgesetzt
2(=1)F 1 2
h(x):; ( - ) (ﬁ—%)sink:x Vo # 7 +2kr , hin+2kr)=0 VkeZ,

da h stiickweise stetig und stiickweise glatt in IR mit Sprungstellen in z = 7 + 2km.
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Graph von h

Bei der Funktion f und h treten Sprungstellen schon bei der Funktion auf; die Fouri-

erkoeffizienten konvergieren wie z gegen 0.

Die Funktion g ist stetig in IR, Sprungstellen treten erst bei der 1. Ableitungsfunktion
1

auf; die Fourierkoeffizienten konvergieren wie — gegen 0.

L2
Allgemein gilt:
Sind f, f’,..., f"Y stetig und ist f") stickweise stetig (mit Sprungstellen) und

stiickweise glatt, dann konvergieren die Fourierkoeffizienten aj, und by mit der Ordnung

W7 d.h.:

Fourierreihenansatz bei Differentialgleichungen

Beispiel

y" +w?y = f(xr) , f 2L—periodisch, stiickweise stetig und stiickweise glatt
(w > 0 fest).

homogen:

A? +w? =0 (charakteristisches Polynom) = \; 5 = Fiw

yn(x) = ¢1 coswx +cysinwz , ¢; € IR, ist die allgemeine Losung der homogenen DGL.
partikulare Losung:

Wir entwickeln f in eine Fourierreihe mit dem Ergebnis:

Ay k k
flz) = 70 + ;(Ak cos %x + By, sin %x) :

Fiir die partikuldare Losung machen wir einen Fourierreihenansatz:
L.Fall:  Seiw# % Vke IN (keine Resonanz) =
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km km
yo(z) = — 0 4 Z ag, COS ——2 + by, sin fm) .

Ableiten (falls d1e unendliche Reihe 2-mal gliedweise differenzierbar) und einsetzen
erglbt

— km km km o . km
+Z ar(w? —(L) )cosfa:—kbk(w —(L) )smfa:)

A S ke ke

20 + ; (Ag cos f:c + By sin f:c) .
Koeffizientenvergleich ergibt:
ap AO Ak b Bk
N5 T 5320 % T S5 e kT oy
2 2w? w? — (22)2 w? — (k)2

2.Fall:  Ist w = %Z fiir ein k € IN (Resonanz) =

k
yo(x) = 5 04 Z akcos—x—kbksm%x)—kx( wL COSWT + bor sinwx) .
k=1k#2L
Analog ableiten, einsetzen in die DGL und Koeffizientenvergleich ergibt die Koeffizien-
ten ag, by.

Beispiel hierzu:
y'+2y = f(x) mit f(z)=2? fir x € (-mn] , 27— peI‘IOdlSCh fortgesetzt.
2 o0

Die Fourierreihe von f lautet: = Z
k=1

cos kx

(vgl. Beispiel 5, 5.316 ).

Esist L=mundw=+v2##k Vk€IN = keine Resonanz =
2 _1)k

ap _ T 4(-1)

276 T RER)

b =
5 G r=0 =

2 4(—=1 k
yo(z) = Z #—)k?) coskx ist partikuldre Losung, falls die Reihe 2-mal
gliedweise dlfferenmerbar ist. Das ist hier der Fall, denn die 1. und 2. Ableitungsreihe
smd gleichmafig konvergent in IR, denn:

Z| sin k:a: | < Z| | Vx € IR (konvergent) und

— k2
Also lautet die a_llgemeine Losung

1k
y(z) _61COS\/§$+CQSIH\/§x—|——+ZkQ(2—_)k2)

k
Z | cosir | < Z |m| Vz € IR (konvergent).
k=1

coskzx .

In diesem Beispiel ist die rechte Seite f der DGL stetig in IR. Hat f Sprungstellen,
so ist die Fourierreihe der partikuldaren Losung an diesen Sprungstellen nicht mehr 2-
mal differenzierbar (nur k® im Nenner), aber in abgeschlossenen Stetigkeitsintervallen
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von f, denn die 2. Ableitungsreihe ist Fouriereihe einer stiickweise stetigen, stiick-
weise glatten, periodischen Funktion, also gleichméfig konvergent in abgeschlossenen
Stetigkeitsintervallen.

0—Distribution

Sei h(z) =1 fur z € (0,7) , 1 —
ungerade und 2m—periodisch
fortgesetzt, —-2m —m T 2m
h(kn) =0 Vk€ Z. I S I S

R/ (x) existiert an den Sprungstellen x = k7 nicht.
Die Fourierreihe von h lautet (vgl. Beispiel 4, S.315 ):

4 sin(2k+ D)z
ha) =20 T

Wiirde man diese Reihe gliedweise differenzieren, so erhielte man die divergente Reihe
4 [e.e]

— Z cos(2k + 1)z .

T k=0

Definieren wir
[ee)

§(zx) = — Z cos(2k + 1)z, so erhalten wir keine Funktion, sondern eine Distribution
7r

k=0
(verallgemeinerte Funktion), in diesem Fall eine periodische §— Distribution.

Betrachten wir die DGL
y'+wly=d(), (w¢NN),
so erhalten wir iiber den Fourierreihenansatz die partikulare Losung

4 i cos(2k + 1)z

yole) = = 2 = 2k + )2

Dies ist die Fourierreihe einer stetigen, stiickweise glatten, 2mr—periodischen Funktion;
die Reihe ist gleichméflig konvergent in IR. Also ist yg eine ”verniinftige” Funktion.
Diese Funktion ist aber im iiblichen Sinne nicht 2-mal differenzierbar, sondern nur
differenzierbar im Sinne von Distributionen (genauer: siche Literatur).

Wir konnen dann yq als partikuliare Losung der DGL im Sinne von Distributionen
auffassen.
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Weitere Orthonormalsysteme
2. Legendre-Polynome

Da die Fourierreihe nur zur Approximation von periodischen Funktionen geeignet ist,
miissen wir bei nichtperiodischen Funktionen andere Orthonormalsysteme betrachten:

Sei Cla,b] = {f : [a,b] — IR : f stetig in [a,b]} mit einem Skalarprodukt < f,g >
und der zugehorigen Norm || f|l2 = V< [, [ >.

Gesucht:  Algebraische Polynome p, (mit grad < n), die eine gegebene Funktion
f € Cla,b] im quadratischen Mittel am besten approximieren.

Kennen wir bzgl. des Skalarprodukts ein ONS {¢x : k € INg}, so gilt:

= Z < f,pr > ¢ ist die beste Approximation im quadratischen Mittel an die
k=0
Funktion f (vgl. Satz 9.3, S.307 ).

Betrachten wir nun das Intervall [—1,1] (jedes andere Intervall [a,b] kann durch die
Transformation ¢t = % auf das Intervall [—1, 1] abgebildet werden) und in

1

C[-1,1] das Skalarprodukt < f,g >= / f(z)g(z) dz, so wollen wir bzgl. dieses
—1

Skalarprodukts ein ONS konstruieren:

Dle Funktionen hk mit hx(z) = 2% , k € Ny, sind linear unabhingig in [—1, 1], denn:

Zakhk Zakx =0 Vee[-1,1] = a,=0 YVO<k<n.

Mit Hilfe des Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahrens (vgl. S.78 ) konstruieren
wir aus den Funktionen hy ein ONS {pr : k€ INg}:

1 1
QDOZL . lhollz = / h2(z) dx = / lder =2 =
Hh0||2 -1 -1

1
po(x) = 7

Allgemein fiir k € IN:

k—1
k :

901@:”5—” mit ¢k:hk—z<hk,¢j>¢j =
kll2 =

1
1
Y1 =h1— < hi,00 >0 , <hi,pg>= / xr-— dac =0 , da Integrand ungerade

= ’Q[Jl( )—23 , ||w1||2—“ 1’2d23—\/> =



o = ha— < ha, o > @o— < ha, 01 > @1

1 1

1 V2 3

< ha, >= 22— dr = = | < ho, >:\/j/x2~a:dm:0,da
20 /—1 V2 3 2 2/

Integrand ungerade

1
= ¢2($) = xZ _% ’ H¢2H2 = \//_1(372 - %)2 dr = 2 2

3V 5
oot =[5 20 - ]

Analog erhélt man:

eo(a) =/ 120t~ 2oy

usw.

Diese Funktionen {p; : k € INg} bilden ein ONS, d.h.: es gilt:
0 Lfallsj#k
< Pjs Pr >= {1 falls j = k und

n

po(x) =) < fron > ¢i(x)

k=0

ist das Polynom vom grad < n, das die Funktion f im quadratischen Mittel am besten
approximiert.

Beispiel hierzu

1

f(x) =¢e" , gesucht: po(x) , (gradps < 2), mit / (f(z) — pa(x))? da minimal.
—1

= pa(x) =< e, 00 > po(r)+ < e, 01 > p1(x)+ < e”, 02 > @a(x)

1/t 1 1
<e$,900>900(56)=§/_1e1’ d:z;zﬁ(e—g)

3, [ 3 ' 3 2 3
< e’ 1 >g01(x):§(/1xex dz)x = 5((:}0—1)6@} )$:§-g$:gl’
- —1
5
8

< 0y > o) = g(/_ll(;ﬁ— %)em da) (322 — %) =3/ (=1 da)(sat-1)
_ g{(SxQ—l)em] 1_1—6/_11 ze® dm}(?):cz—l) - g{Q(e—%)—G(JC—l)em}1_1}(3902—1)



5, 1, 6., - 5 T,
:1((6——)—5)(31‘ —1)—1(6—5)(337 - 1)

1 1 3 5 7 9
= — — — — — - — _ 1 —
= po(x) 2(e e)+ex+4(e e)(3:1: ) 1
ist fir die Funktion e* das Polynom (vom grad < 2) bester Approximation im

quadratischen Mittel in [—1, 1].

21
//1
-1 1

Approximation von f(x) = e® im quadratischen Mittel

[ 2
Multipliziert man die Funktionen ¢j mit dem Faktor Y so erhalt man die

Legendre-Polynome

2
= k=0,1,2,...
Lk(IE) 2]{;_{_190/6(‘/1") ) 07 y 4y
also: 5 ) . 5
=1, Li(z)=x, Lo(x) = =a® — =, Ly(x) ==a®> — =z, ...
L()(il;') L, 1(1‘) T, 2(.(17) 23: 9’ 3(.%’) 23? 237 )

Diese Polynome erfiillen folgende Eigenschaften:

Li(z) = ﬁ% <(x2 - 1)k)

Lk(1)=1 Vk € INy .

Die Lj, erfiillen fiir k > 1 die Rekursionsformel:
(k+1)Lgs1(x) = 2k + 1V)aLg(x) — kLg—1(x) .

Die L;, erfiillen die Legendresche DGL:
(22 = 1)y + 22y —k(k+1)y=0.

Beweis : spater bzw. siehe Literatur.
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Graphen der Legendre-Polynome Lg, Ly, Lo, L3
3. Tschebyscheff-Polynome

Man kann in C[—1, 1] auch andere Skalarprodukte betrachten, z.B.: ist

< f,g >= / fx 2 dxr auch ein Skalarprodukt in C[—1,1] (Eigen-

schaften einfach nachprufbar)

Bzgl. dieses Skalarprodukts sind die Tschebyscheff-Polynome T,, orthogonal, aber
nicht normiert:

T, (z) = cos(narccosz) , x € [—1,1]

Es gilt bzgl. dieses Skalarprodukts < T,,,T,, >=0 fiir n # m.
Weiter gilt:

T, ist ein Polynom vom grad = n.

Die T, erfiillen fiir n > 1 die Rekursionsformel:

Thi1(x) = 22T, (x) — Thoq(x) .

To(z) =1, Ti(z) =z, To(x) =222 — 1, T3(z) = 42® — 3z,
Th(z)| <1 Vxel[-1,1] , T,(1)=1 VnelNy.

2k +1
* ™, k=0,1,...,n—1 , denn
2n

2k +1 2k +1
T <& X = COoS T

Die Nullstellen von T;, sind: xp = cos

cos(narccosx) =0 < mnarccosz = 5
n

Die T, erfiillen die DGL:
(1—22)y" —ay +n?y=0.
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Graphen der Tschebyscheff-Polynome Ty, Ty, T, Ts
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X Laplace-Transformation

Eine weitere Moglichkeit, lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
(z.B. Einschaltvorgénge) zu losen, bietet die Laplace-Transformation. Hierbei wird
einer Funktion f:[0,00) — IR eine neue Funktion F': (¢,00) — IR folgendermafien
zugeordnet:

L : f— F mit

F(z) = Lf(1))(a) == / Te () di

Die Funktion f(¢) wird also auf die Funktion F(x) abgebildet. In der Anwendung
ist normalerweise die Variable ¢t die Zeit und die Variable = die Frequenz, also f(t)
eine Funktion der Zeit ¢ und F'(x) eine Funktion der Frequenz x. Man kann also die
Laplace-Transformation auch als Transformation vom Zeitbereich in den Frequenzbere-
ich betrachten.

F(zx) ist nur definiert, wenn das uneigentliche Integral konvergiert. Dies ist nicht fiir
alle Funktionen f(t) der Fall. Wir definieren zunichst eine Klasse von Funktionen,
fiir die das uneigentliche Integral auf jeden Fall konvergiert fiir z > o > 0.

Definition 10.1 :  Originalfunktionen
f:1]0,00) — IR heifit Originalfunktion, falls gilt:

a) f ist stickweise stetig in jedem abgeschlossenen Teilintervall [0, b] C [0, c0),
d.h.: f hat nur endlich viele Sprungstellen in [0, b].

b) f wachse fiir t — oo hdchstens exponentiell,
dh: AM >0, 0>0, to >0 mit |f(t)] < Me’" Vit > to.

Beispiele

. f(t) =t , a >0, ist Originalfunktion, denn:
f(t) =t* ist fiir o > 0 stetig in [0, 00), und es gilt:
lim . =0 , falls 0 > 0 beliebig.

t—oo 0t

. ft)=e* | «a€ IR, ist Originalfunktion, denn:

f(t) = e ist fiir alle a € IR stetig in [0, 00), und es gilt:

et <e?t Vt>0 firo=a,fallsa>0, und o=0, fallsa <D0.

. f(t) =coswt und f(t) =sinwt , w € IR, sind Originalfunktionen, denn:

coswt , sinwt sind fiir alle w € IR stetig und es gilt:
|coswt| <1=e" Vt>0 fir 0 =0 (analog fiir sin).
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Satz 10.2 : Sei f: [0,00) — IR Originalfunktion mit o > 0.
Dann existiert die Laplace- Transformation F(x) = L(f)(x) fiir alle z > o.

Beweis :

F(x)=L(f(t))(z) = /OOO e "' f(t) dt ist konvergent fiir x > o, denn

le™ @ f(t)| < Melo=®)t Wt >ty und / el@=®)t 4t ist konvergent, da (o — 2) < 0.
to

Die Eigenschaft ”Originalfunktion” ist nur ein hinreichendes Kriterium fiir die Exis-
tenz der Laplace-Transformation. Es existieren auch ”Nicht- Originalfunktionen”, fiir
die die Laplace-Transformation existiert:

Beispiel

f(t) =t* mit —1 < a <0 ist keine Originalfunktion, da f(t) fiir ¢ — 0 unbeschrankt,
aber es existiert die Laplace-Transformation fir x > 0 :

(0% oo—woz OO—SSOt 1 1 OO—SOC
L(t )(:)s)z/o e "t dt:/o e <E) -Eds:xaﬂ/o e °s% ds

(Substitution s = zt , ds = zdt , = > 0)

1 OO r 1
= / e sslat—1 g5 — % V>0, Va> —1
:Ua 0 «

(vgl. Gamma-Funktion S.220 ).

Dieses Ergebnis gilt auch fiir o > 0, also erhalten wir insgesamt:

L(ta)(w):l—‘(ja—i—ll) , Va > —1 R Ve >0
Spezialfille:
a=-1/2 =
L)) = T2 = Y daT(1/D) = VF (vl 8221) =

|
L(t")(z) = I'(n Ll) _ ”;1 ,dal(n+1)=n! Vne Ny (vgl. S.221) =
xn xn
n!
L(t")(z) = sl Vne Ny, x>0
1 1 ) 2
zB.. L(1)(z) = —, L(t)(z) = 5, L{t)(2) = 5,



Satz 10.3 : Seien f1, fo Originalfunktionen mit L(f1)(z) = L(f2)(x) V>0 =
fi1(t) = fa(t) ¥t >0, in denen f; und fo stetig sind.

D.h.: Bis auf die Sprungstellen stimmen f; und f; iiberein, wenn L(f1) = L(f2) ist.

Beweis :  siehe Literatur.

Sehen wir zwei Originalfunktionen, die bis auf ihre Sprungstellen iibereinstimmen, als
gleich an, so gilt:

L(f1)=L(f2) = fi=/f2.

Also ist die Laplace-Transformation auf dem Raum der Originalfunktionen einein-
deutig, und es existiert die inverse Laplace-Transformierte

L™ YF)=f ,falls L(f)=F , also L7YL(f))=f.

Satz 10.4 :  FEigenschaften der Laplace-Transformation
Seien f, f1, fo Originalfunktionen. Dann gilt:

a) L(fi+ fo) = L(f1) + L(f2) , L(cf1)=cL(f1) VYece IR (Linearitdt).
) L(f(ab))(z) = 1L(f(t))(§) C(a>0), (Ahnlichkeitssatz).

) L{e™'f(1))(x) = L
L(f)(x) = zL(f)(=

o

f)x+a) , (z+a>0), (Dimpfungssatz).

o

\//\

d) — f(0) , falls f, f’ Originalfunktionen und f stetig in [0, 00).
e) L(f")(x)=22L(f)(z) —xf(0)— f/(0) , falls f, f/, f” Originalfunktionen
und f, f/ stetig in [0, 00).
£) L(f™)(x) = 2" L(f)(x) =" f(0) =22 f'(0) —... — f*=1(0) ,
falls £, f',..., f" Originalfunktionen und f, f/,..., f*~1 stetig in [0, 00).
dn
g THIO _ e se)@) vne

t 1 t
h) L(/0 f(s) ds)(z) = EL(f)(x) , falls f und/0 f(s) ds Originalfunktionen.

Beweis :

a) gilt wegen der Linearitdt des Integrals.
x

b) Lfan@) = [ e flat) de= [T 01 ds = SL00)E

(Substitution s = at , ds = adt)

¢) L{e™ f(t))(z) = /OOO e e f(t) dt = /OOO o~ @HILE() dt = L(f(1))(x + ),

0 HO) = [ e dt:f(t)e_m} # [Tty a
(partielle Integl’ation) t=0

= =)+ [ e ) dt = aL(f)(a) - £0)
denn:  lim ft)e ™ =0,da |f(t)e ™| < Melo=®t -0 daoc—2<0.

).
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e) L{f")(@) = 2L(f)(@) = [(0) = 2 (xL(f)(@) = [(0)) = '(0)
= 22 L(f)(x) — 2f(0) — £(0) (mach d)).

f) mehrmals d) benutzen.

9 L@ =7 [ e a= [ o a= [ e a
= —L(tf(t))(x)

(Differentiation und Integration vertauschbar, weil das Integral und Ableitungsin-
o0
tegral gleichméaBig konvergent fiir x > o9 > o, denn / thFe=o0! £ () dt konver-
0
gent fir k =0,1).

Fiir n > 1 mehrmals diese Eigenschaft benutzen, allg. Induktionsbeweis.

) mit g(t /f Yds = ¢ (t)=f(), g(0)=0 = (nachd))

L(g') (@) = 2L(g)(x) — 9(0) = xL(g)(x) = L{g)(x) = L(f)(x)
Beispiele
Da L(t")(z) = x;’il Vne Ny =
L(t"e™)(z) = # , (z>a), (nachc)).
Tnsbsondere gilt:
L) @)= —— (> 0)

Es gilt L(sint)(z) = , (x>0), (Beweis spéter) =

_ B
)2 +1 o xr2 + BZ
B
(x —a)?+ (32
L(sin’ t)(x) = L(cost)(x) = xL(sint)(z) — sin0 =

p
:La2_|_62

2 +1

L(sin ft)(x) = , (x>0), (nachDb)).

L
8|
L(e“ sin Bt)(x) =

I8

, (x> a), (nach c)).

o (nach d)).

2Px

) = (22 + 32)2

L(tsin Bt)(z) = —L'(sin 8t)(z) = —( (nach g)).

Zusatz:

Ist f eine Originalfunktion mit |f(¢)] < Me“", so ist die Laplace-Transformation auch
definiert fiir alle z € € mit Re(z) > o , denn fiir z = z + iy € € gilt:

L(f(t)(z) = /OOO e~ @FWLE(t) dt | Re(z) =z >0
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Das Integral ist konvergent fiir Re(z) =x > o , denn
|e_(x+iy)tf(t)| <e e . Met = Me~(#=0)t (da [e=®¥! = 1),

und / e~(@=9)t st konvergent fiir 2 > o.
0

Damit gilt der Dampfungssatz auch fiir komplexe a, also:

Lie™'f(1))(z) = L(f()(z+a) , Re(z+a)>0c, (acd)

Beispiel
1 _ (z—a)+ip
r—a—if (z—a)?+ (2

L") (z) = L) (z — a —if) =

(z-—a)+if

L(e(a+zﬂ)t)(a;) = T+

, (#>a)

Da e cos ft = Re(el®t#)) und e*sin ft = Im(el*tP)t) =

o ('T _ Oé) at
L(e tCOSﬁt)(I) = m s L(e tsmﬁt)(ac) = (m—a—2+ﬂ2 s (93 > O[)
Fir a =0 folgt hieraus:
L(cos Bt)(z) = ﬁﬁz . L(sin Bt)(z) = #%2 . (z>0)
Mit Hilfe der Regel g) hatten wir gezeigt (vgl. S.333)
. 1o B / 26
L(tsin ft)(z) = —L'(sin ft)(x) = _(xz +52) = Sk
Dieses Ergebnis erhélt man auch ohne Differentiation mit Hilfe des Dampfungssatzes:
L(tsin t)(z) = Im(L(te")(z)) = Im(L(t)(x — i3)) = Imm
_ 7 (x+1iB3)? B (2% — 3?%) + 2iBx B 206x
@ EE T @R @R
Hieraus erhalt man sofort:
it .732 o 62
L(tcospt)(x) = Re(L(te'")(x)) = (R

Satz 10.5 :  Grenzwertsadtze
Seien f, f’ Originalfunktionen. Dann gilt:

a) I L(F(1))(2) = 0.
b) xlgr;o xL(f(t))(x) = f(0) , falls f zusétzlich stetig in [0, c0).
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Beweis :
a) Gilt |[f(t)] < Met Vt>0 =

—(z—o)t M
|/ e T f(t) dt\<M/ et gt = M - :——>O(a:—>oo)

—(z—o0) t=0 T 7O
= llm L(f(t))

Gilt |f( )| < Me"t nur fiir V¢t > t9 >0 = Integral bei ¢y aufspalten und dann
analog.

b) lim L(f'(t))(z) =0 = lim (zL(f)(z) - f(0)) = lim xzL(f)(z) = f(0).

r—r00 r—00 r—00
Beispiel
int
Gesucht: L(SITH)(.r)
t t
f(t) = Sl% ist Originalfunktion, denn: %Hl(l) Sl% =1, also ist f stetig in [0, c0).
Da |f(t)| <1=¢" Vt>0 = f ist hochstens exponentiell wachsend.

Bs gilt: tf(t) =sint = LtF(0)(2) = L(sint)(z) = —

2417
1
Andererseits gilt:  L(tf(¢))(z) = =L (f(¢))(z) = L( f@)(z) = 1 =
x?
L(f(t))(z) = — arctan x + c.
Da lim L(f(t))(z) =0 = —g te = c= g =
sint T 1
L(—)(z) = = —arctanz = arctan— , (x > 0)
t 2 x
Nach Regel h) folgt hieraus:
b si 1 sint 1 1

L(/O S”ES ds)(z) = 5L(%)@;) = —arctan— , (2> 0)

Weitere Beispiele
1 1
. Da sinhat = §(e°‘t —e ) und coshat = §(e°‘t +e ) | gilt fiir x > o
, 1/ o o 1/ 1 1 a
L(sinh at)(z) = 5(L(e )(z) — L(e 1)(@)1 - 5(961_ — - “a) =
Analog erhélt man L(cosh at)(x) = 3 <a: — + oy a) = ﬁ , (x> a) ,also
: a T
L(sinh at)(z) = pramp L(coshat)(z) = poampr il (x > a)
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{0 falls0<t<ec T ¢

g(t) fallst>c

P t

L — - —xt — > —xt — > —z(s+c)
(F6)(@) /0 e f(t) dt / e g(t) di /0 e+ g(s + ¢) ds
(Substitution s =t — ¢, ds = dt)
=e & / e "g(s+c)ds=e “L(g(t+c))(x).
0

Also gilt fiir

0 Jalls 0 <t < ¢
1) {g(t) Jalls t > ¢

L(f())(x) = e~ " L(g(t + ¢))(x)

Damit gilt fiir die inverse Laplace-Transformation

L L0 = { oy o) Taie

Beispiele hierzu

1 —
0 falls0<t<ce
f<t):{1 falls £ > ¢
; -t
C
L (B) () = e L(1) (@) =

—27x
—_1,€ -1/ —27x . . 0 Jalls 0 <t < 2m
L (m2 n 1)(t) =L L(sint)(z))(t) = {sin(t —2m) Lfallst > 2x
—27x
_1,€ ] 0 Jalls 0 <t < 27
= L (x2+1)(t)_{sint Jalls ¢ > 2 .
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3.

TR

—27x

¢ o+l /h

Graph von L™( ) (%) Graph von fp(t)

0 — Distribution

_JO0 fallsO<t<c,t>c++
fh(t)_{h ,fallsc<t<c+%

h h

L(fn(t)(x) = e " L(h)(z) —e~ TR L(R)(z) = e .= —e~(H1)7.2 — ¢
T €T

= lim L)) — e lim L e i L e
s, PR ) = e e =

= lim L(fa(t))(z) = e~°".

h—o0

0 fallst#c

o Lfalls t = c} =9, (6—Distribution), gilt also

Da hli_{go fn(t) :{

L(.)(x) =e "

ist die Laplace-Transformierte der d— Distribution.

Man konnte dieses Ergebnis auch anders herleiten:

. 0 falls0<t<c ) e
Da fiir f(t) = { 1 falls t > ¢ } gilt L(f(t))(z) = =

X

L(f' ) (x) = zL{f(1))(x) = f(0) =e™" ,da f(0) =0 und [f'(t) = dc

im Sinne von Distributionen) = L(d.)(z) = e~ ".

1—e %
h
(Ableitung

Die —Distribution ist natiirlich keine Originalfunktion, da sie ja keine ”normale”

Funktion ist. Diese Aussagen gelten also nur im Sinne von Distributionen.
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2L—periodische Funktionen
Sei f eine 2L—periodische Originalfunktion, dann gilt:

0o 0 (n+1)L
mwmbéemmwzzé e f (1) dt

nlL

2L
= Z/ e~ ®(sH2nL) £ 4 OnL) ds  (Substitution s =t — 2nL , ds = dt)

2L 2L
—Z/ ) ds = S [ e as

n=0
(da f 2L—periodisch)

1
Da Z —2Layn il flir * >0 = fiir eine 2L—periodische

Orlgmalfunktlon

2L
L)) = Tz [ €@ ds L @ >0)

Beispiel hierzu

1 fallsO<t<1 1 —
FO=30 fals1<t<2
2—periodisch fortgesetzt, also L = 1. S

1 2 3 4 5

1

2 1 _
1 1—e™7
/ e "3 f(s) ds :/ e "ds=——e " = ¢ =
0 0 €

s=0 xr
1—e® I—e™® 1
L(f(t))(x) - l‘(]. o e—Qm) - I(l — e_x)(l + e—x) - 117(1 + e—m) .

Anwendung der Laplace-Transformation auf DGL

Wir wollen nun auf lineare DGL mit konstanten Koeffizienten die Laplace-Trans-
formation anwenden. Wir erhalten dann aus der DGL eine neue Gleichung. Gelingt
es uns, diese Gleichung zu losen, so erhalten wir durch Riicktransformation auch die
Losung der urspriinglichen DGL.

Beispiele

Yy 45y +4y=t , y(0)=0, ¢y (0)=0 (AWA).

Wenden wir auf diese DGL die Laplace-Transformation an, so erhalten wir wegen der
Linearitatseigenschaft die neue Gleichung
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L(y") +5L() +AL{y) = L(t) = .

Mit Regel d) und e) von Satz 10.4 folgt hieraus

(2 Ly) — 29(0) — 4/ (0)) + 5(xL(y) ~ y(0)) + 4L(y) = .

Wegen der Anfangsbedingungen y(0) = 4’(0) =0 folgt hieraus
1
x?(x? + bx + 4)

(2 + 5z +4)L(y) = % = L(y) =
1

x?(x? 4 Sz +4)) '

Um die inverse Laplace-Transformation zu berechnen, fiithren wir eine Partialbruchz-

erlegung durch. Dann erhalten wir
1 1 5 1 1 1 1 1

16 x+3 r+1 48 x+4

= y(t) =L~

)

1 411’ 1
:_L—l_ __L—l_ =1/ - N _ ~7-1
4 1(x2)5161 (:U)13 (x—{—l) 48 (:U+4)
_ v - _t__ _4t . . .
= yt) = 4t 16 + 3¢ 5° ist die gesuchte Losung.
. y" —4y =2sinht , y(0)=1, 3'(0) =0.
) 2
(z2L(y) — 2y(0) — 3/(0)) — 4L(y) = 2L(sinh t) = p
2
= (22 —4)L(y) =z + FCRNE] (da y(0) =1 und y'(0) = 0)
- L= . 2 oz 2 1 2 1
A (2 =1)(2z2—-4) 22—-4 3 22—-4 3 22-1
T 1 2 2 1

_L—l _ “r-1
x2—4)+3 (:C2—4) 3 (332—1)

1 2
= y(t) = cosh 2t + 3 sinh 2¢ — 3 sinht ist die gesuchte Losung.

Harmonische Schwingung

k
y”+gy=0 . y(0)=0, y'(0) =g .
k

(#*L(y) = 2y(0) =/ (0) + —Ly) =0 = (:m%

1 [m k
1 .
= y(t) = 9 L (:I:2 ) = Vo E S1n Et .

)L(y) = vo

y'+y=rft) , y0)=y(0)=0 mit

1 fallsO0O<t<2m| _ 0 Jalls 0 <t < 27
f(t)_{o falls ¢ > 2 }_1+{—1 falls ¢ > 27 }

= (22L(y) — 2y(0) — ' (0)) + L(y) = L(1) + e 2™ L(—1) (vgl. S.336 )
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1
= (@+1Ly) =-1-e?") =

x

1— e—27ra: 1 e—27r:v
=L ' (——)=L" Y (——) - L (——) .
1 1 T
Da L' (———<)=L"1(=)-L! =1—cost
0 Jfalls 0 <t < 27
y(t) = (1 = cost) - { 1 —cos(t—2m) L fallst> 2w } (vel. 8336 ) =
(#) = (1 — cost) — 0 JallsO0 <t <2m| [ 1—cost Lfalls0<t<27m
g = 1—cost Lfallst> 2w 1 0 Jalls ¢ > 27
ist die gesuchte Losung.
1 4
= \/311 \ ¢
21 ¢ —1t
Losung von Beispiel 4. Losung von Beispiel 5.
v'+y=0. , y(0)=¢y(0)=0 (6, J—Distribution)
= (@ +1)L(y)=e ™
s, [0 Jalls 0 <t <7
= y)=1L <1+x2) N {sin(t—ﬁ) Salls t >
Syl = 0 Jfalls 0 <t <7
YW= —sint Jalls t > 7 .
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Faltungseigenschaft

Auf die Partialbruchzerlegung bei der Riicktransformation kann man verzichten, wenn
man die folgende Faltungseigenschaft benutzt:

Definition 10.5 :  Fualtung

Seien f und g zwei Originalfunktionen, dann heif3t

= [ 1t - wg(w) du
0

die Faltung von f und g.

Es gilt: fxg=gx*f , denn:

(fxg)(t /ft w)g(u) du = — /f (t— sds—/f (t—s) ds = (g% f)(t).
)

(Substitution s =t —u , ds = —du

Satz 10.6 :  Fultungseigenschaft

Seien f und g zwei Originalfunktionen, dann gilt

L(f xg) = L(f) - L(g)

Beweis : 1

L) = [ e (/f%—u ) a

mitM:{(z) :O§t<oo,0§u§t}:{(z) :0§u<oo7u§t<oo}
:/OO /Ooe_mtf(t—u)g(u) dt) du
0 [

(Substitution s =t —u , ds = dt)



Beispiele

1
2 241

)= L YL(t) - L(sint)) = L™ (L(t % sint))

t ¢
:t*sint:/(t—u)sinu du:(t—u)(—cosu)} —/ cosu du =t —sint .
0 -0 Jo

u=

1 2
ey

= % /Ot(cosh(t + u) — cosh(t — 3u)) du = %{sinh(t + u)]

¢
) = sinh ¢« sinh 2¢ = / sinh(t — ) sinh(2u) du
0

t

RIS

u=0 u=0

1 1 1 1 2
= §(sinh(2t) —sinh ¢ + 3 sinh(—2t) — 3 sinht) = 3 sinh 2¢ — 3 sinht .

S 1 L SR T AU
L (m)_52 sin Ot smﬁt—BQ/O sin B(t — u) sin fu du
1 1 (sinf(t —2u)]’ !
= 2_ﬁ2/0 (cos B(t — 2u) — cos Bt) du = QBz{Smﬁ_(tzﬁ U)}u:o — cos (3t - u} u:O}
- QLﬁ?{%(Sinﬁt —sin (—t)) — tcosﬁt} = #(sinﬂt - tcosﬁt) , also
_ 1 1 /sinft

Nach den Beispielen zu Satz 10.4, S.333 gilt

1
m) = —tSIDﬂt

—1
L™ ( %

Eine Anwendung dieser beiden Ergebnisse liefert das nachste Beispiel:

B +3 L, (@+1)+2 o x+2
L 1 L — I 1 — tL 1
(@ x2a757 (@rra?) = L (o)
(Dampfungseigenschaft)
i T _ 2 .1 1.1 .
=€ t(L 1(@)"‘[/ 1(@)) = e t(ztSll’l?t—f— 1(581n2t—tCOS2t))

1
= ge’t (sin 2t + 2t sin 2t — 2t cos 2t).
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Losung einer Integralgleichung
Beispiel

y(t) =4t —3 /t y(u) sin(t — u) du.
0

Das Integral ist die Faltung von y() mit sint, also erhalten wir

y(t) = 4t — 3y(t) *sint .

Anwendung der Laplace-Transformation auf diese Gleichung liefert

L(y) = 4L(t) — 3L(y(t) *sin(t)) =

L{y) = 5 —3L(y) - L{sint) = 5 — 3L(y)-

x2+1 -
IL‘Z
L) (4 )= = L) o) =
1 A +1 -1 14
V0 =1 oty = 1 ) Y )

¢
= 2(t xsin2t) + 2sin 2t = 2/ (t — u)sin2u du + 2sin 2t
0

— cos 2u

= 2(t —u)(—

t t
1
)} —/ COSQUdu+25in2t:t—§sin2t+251n2t
u=0 0

3
= yt)=t+ 3 sin2¢ ist die gesuchte Losung der Integralgleichung.
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XI Einfithrung in die Numerische Mathematik

Fiir viele Probleme der angewandten Mathematik existieren keine exakten Losungs-
methoden.

Beispiele

. Gesucht: Die Nullstellen einer Funktion f : [a,b] — R in [a,b] ,
zB.: f(x)=2'—234+222+52-6=0,

z.B.: f(x)=cosx—x=0.

In beiden Fallen lassen sich die Nullstellen nicht exakt berechnen.

b
. Integralberechnung / f(z) dx , falls eine Stammfunktion in einfacher Form nicht

bekannt ist.

In diesen und anderen Fallen mufl man versuchen, die gesuchten Losungen , falls sie
existieren, durch geeignete Vefahren anzundahern.

Soll ein Problem naherungsweise gelost werden, so ist zunéchst ein geeignetes Losungs-
verfahren (z.B.: Iterationsverfahren) anzugeben. Dann stellen sich zwei Fragen:

a) Konvergiert das Verfahren gegen die gesuchte Losung 7

b) Wie grof} ist im Falle der Konvergenz der Fehler zwischen der Naherungslosung
und der gesuchten exakten Losung ?

Diese Problematik wollen wir zunachst an Hand eines Beispiels behandeln:
Fixpunktverfahren

Gegeben: g : [a,b] — IR.
Gesucht: ¢ € [a,b] mit g(c) =c,

¢ heifit Fizpunkt von g in [a, b). E ~

Geometrisch ist jeder Fixpunkt ein
Schnittpunkt zwischen dem Graphen von g mit der Winkelhalbierenden.

Definition 11.1 : Sei ¢ : [a,0] — IR. ¢ € [a,b] heifit Fizpunkt von g, wenn
g(c) = c gilt.
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Definition 11.2 :  Fixpunktverfahren
Sei g:[a,b] = R , xo € [a,b] (Startwert). Das Verfahren

i1 :=g(x,) , (n € INg)

heifit Fizpunktverfahren, falls x,, € [a,b] Vn € Ny .

g
X1 . /

ol

Man hofft nun, daf die Folge (z,,)n>0, die durch dieses Fixpunktverfahren definiert
ist, konvergiert, und der Grenzwert der gesuchte Fixpunkt c ist, d.h. also :
lim z, = ¢ mit g(c) = c. Daf dies nicht immer der Fall ist, zeigen die folgenden

n—oo

Bilder :
3
/. )
7 e xg }.{1 ”
Ty 7 C A Fixpunkt drei Fizpunkte , x,, —7

Wenn die Funktion g gewisse Eigenschaften besitzt, dann kann man zeigen, dafl
x, — ¢ mit g(c) = c, und ¢ der einzige Fixpunkt in [a,b] ist. Dazu bendtigen wir
folgende Definition:
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Definition 11.3 :  Lipschitzbedingung

Sei ¢g:a,b] = IR. g geniigt in [a,b] einer Lipschitzbedingung
< dL >0 mit |g(x) —g(y)| < Llz —y| Vz,y € [a,b].

L hei3t Lipschitzkonstante.

Bemerkung 11.4 : Geniigt ¢ in [a, b] einer Lipschitzbedingung = ¢ ist stetig in
[a, b].

Bemerkung 11.5 : Ist g in [a,b] stetig differenzierbar = g geniigt in [a,b] einer
Lipschitzbedingung mit der Lipschitzkonstanten L = m[a}%] I’ (z)].
rc|a,

Beweis :

Nach dem Mittelwertsatz gilt:
IM@—ywﬂzkﬂaw—yﬂSﬁﬁ%m%wm—y!V%yEMﬁ}

Beispiel

[a,b] =[0,1] , g(z) =2® = ¢'(v)=2x, L= max |¢(z)|= max [22|=2 =

z€[0,1] z€[0,1]
lg(x) —g(y)| < 2|z —y| Va,yel0,1].

An den Bildern der letzten Seite erkennt man, dafl das Fixpunktverfahren divergiert,
wenn der Graph von g steiler verlduft als die Winkelhalbierende, falls also |¢'(z)| > 1
in U(c) ist. Genauer gilt folgender Satz:

Satz 11.6 :  Fizpunktsatz

Sei g:la,b] — IR , g geniige in [a,b] einer Lipschitzbedingung mit der Lipschitzkon-
stanten L < 1.

Sei zg € [a,b] (Startwert), und es gelte Vn € INg :  z,41 = g(z,) € [a,b)].

Dann konvergiert die Folge (x,,)n>0 gegen einen Fixpunkt ¢ € [a,b] von g.

c ist in [a, b] der einzige Fixpunkt von g.

Es gelten die Fehlerabschatzungen:

n

T—7 |Ty — Xy 1] Vn € IN

[Ty — ] <

lz1 — x| ,  |zn—c <

—L

Bemerkung
Tnt1 = g(x,) € [a,b] ¥n € INy ist erfiillt, falls g([a,b]) C [a,b].

Beweis :  zu Satz 11.6

Es gilt die Ungleichung

|Tnt1 — Zn| = |9(xn) — 9(zn-1)| < Llzy — 201 Yn > 1.

Mehrmalige Anwendung dieser Ungleichung fiihrt auf

|Tpi1 —an| < Llwy —2p 1| < L2y 1 — 2p o] < ... < L™2y — 20| Vn € INg .
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Sei m > n beliebig =
|:Bm - $n| — ‘(:Bm - xm—l) + (xm—l - wm—Q) +...+ (:En—i—l - xn)|
< Lm_1’$1 — 33'0‘ + Lm_2’1‘1 — 1;‘0| + ...+ Ln’.%'l — l‘o‘

m—1
L»—rLm L"
- (;Lkﬁvl @l = ke — 2ol < 7 les — ol

(geometrische Summe, vgl. S.15 )
Da0<L<1l = L"—0 fir n—>00 = |z, —x,/<€e Vmn>N =
(x,) ist Cauchy-konvergent in [a,b] C IR.
Da IR vollstandig = 3c € [a,b] mit lim z, =c.

n—oo

Da g stetig in [a,b] = lim g(z,) = g(c) .

Aus g(zp) = xp41 — ¢ = g(c) = ¢, also ist ¢ Fixpunkt.

¢ ist einziger Fixpunkt in [a, b], denn:

sei d weiterer Fixpunkt in [a,b] = (aus der Lipschitzbedingung)

lc—d| =|g(c) —g(d)| < Llc—d| <|c—d| (daL<1) = Widerspruch.

Da |xm—mn|§1_L
e~ | < 7
c—x
UL
Fiir n =1 folgt hieraus

|x1 — x| , folgt mit m — oo

|Z‘1 —$0| .

lc — 1| < 1_L|a:1 — o] .

Wahlen wir z,,_; als Startpunkt z, so erhalten wir
L

¢ = zn| < 7|20 = Tnal .

Bemerkung 11.7 : Je kleiner L ist, desto besser konvergiert das Fixpunktverfahren
gegen den gesuchten Fixpunkt.

Bemerkung 11.8 : Die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes sind erfiillt, wenn g in
[a,b] stetig differenzierbar ist mit m[ax] ' (z)] <1, und g([a,b]) C [a,b] gilt.
xe

)

Beispiel

g(x) =2In(1l + x) 3

Gesucht: ¢=2In(1+¢), &

= c¢=0 oder ce€[2,3]. ! .

Gesucht: ¢ € [2,3]. o C 5

Es gilt: ¢'(x) = 2 = max |¢(z)| = Z_ L<1.
1+x z€[2,3] 3

9([2,3]) € [2,3] , denn: g ist streng monoton wachsend in [2, 3],

da ¢'(x) >0 Vz € [2,3], und es gilt ¢(2) =2.197...>2und g(3) =2.77... < 3
= Vor. des Fixpunktsatzes erfiillt.

Mit dem Startwert xg = 2.7 erhalten wir die Iterationsfolge
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x1 =9g(x9) =2.6167... , x9=g(z1)=25711... , z3=g(xe)=2.5457... ,

x4 = g(x3) =2.5315... mit der Fehlerabschitzung
2/3)% 16

lc — 4| < 1(_/2)/3\:1:1 — x| = 2—7]301 — 9| <0.05 oder
2/3

lc — x4 < . _/2/3|x4 —x3| = 2|zg — x3] <0.029 .

Da L nicht sehr klein, erhalten wir nur relativ langsame Konvergenz.

Bemerkung 11.9 : Ist |¢'(z)| > K > 1 Vz € [a,b] und g stetig differenzierbar
mit g([a,b]) C [a,b] , so existiert die Umkehrfunktion ¢~ : [a, 3] — [a,b]
mit max g7V (1) < 1.

max Jg~' ()

)

1 1

Denn: |g~' ()| = 7] < T

Vt € [o, 5] .

1

Also kann man zur Umkehrfunktion g~  iibergehen, denn es gilt

gley=c & g7 (c)=c

Beispiel

g(x) = tanz

Gesucht: tanc = c¢ mit /

ce(Z,32), also

Schnittpunkt des 2. tan-Astes n/2 /M cdu/2
mit der Winkelhalbierenden.

Es gilt: [g/(z)| = |1 +tan®z| >2>1 Va e [3F, &)

= g Y(z) =7+ arctanz erfiillt in [1,00) die Voraussetzungen, denn

7 1 1 .
max g7 ()] = max ———; < 5= L <1, g ! ist streng monoton wachsend mit

gt 1) =2 >1und g7'(z) > & < oo fiir = — o0.

Mit dem Startwert zg = %’T erhalten wir:

xy = 4.4934062... , x5 =4.4934093...
mit der Fehlerabschatzung
1/2

— <3.1-1079.
T 1/21% ol s

lc —x5] <
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Berechnung von Nullstellen

Gegeben: f:[a,b] — IR.
Gesucht: ¢ € [a,b] mit f(c) =0 (Nullstelle von f in [a,b]).

Zurickfihrung auf ein Fizpunktverfahren

1. Moglichkeit:

fle)=0 < glc)=c mit g(z)=x+ f(x), falls =2 < f'(x) <0 Vz € [a,b] .
2. Moglichkeit:

fle)=0 & g(c)=c mit g(x)=2— f(z), falls 0 < f'(x) <2 Vx € [a,b] .
3. Moglichkeit:

fle)=0 < g(c)=c mit g so wahlen, dafl m[aﬁ] lg' (z)| moglichst klein.
re|a,

4. Moglichkeit: Newton- Verfahren (vgl. S.168 )

fle)=0 < g(c) =c mit g(x)zz—%,falls f'(z) #0 Vx € a,b] .
Beispiel

f(x):x2—5x+4 s [a,b]:[O,Z]

Da f(0)=4>0und f(2)=-2<0 = dcel0,2] mit f(c)=0.

a) Da f'(x) =2z — 5, also f/(0) = —5, sind die ersten beiden Moglichkeiten nicht
geeignet, aber:

2
4
flz)=0 & 2*-5x+4=0 & ac5+ =zx.
244 2 4
Waihle also g(w):x;— |g'(x)|:|ga:|§5:L<1 in [0,2] .

2
Da ¢'(x) = 5T > 0 in [0,2] = g ist streng monoton wachsend in [0, 2].
Mit g(0) =4/5>0und g(2) =8/5<2 = ¢([0,2]) C[0,2] =
alle Vor. des Fixpunktsatzes sind erfiillt. Mit dem Startwert xg = 0 erhalten wir
1 =9(0)=4/5=0.8 , x3=g(x1) =0.928 , z3=g(x2)=0.9722...
4/5
|C—{IJ3’ < 1 _/4/5‘1'3 —$2| < 0.177 .
Die exakte Losung ist ¢ = 1.

b) Newton-Verfahren

flx)=2?-5x+4 , f'(z)=22-5,

B ac2—5x—|—4_x2—4

9(x) = - 20 —5 2 -5

Die Vor. fiir die Konvergenz werden gleich gezeigt.
Mit dem Startwert xg = 0 erhalten wir
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x1=9(0)=4/5=0.8 , x9=g(xr1) =0.98823... , z3=g(x2)=0.99995...,
also wesentlich bessere Konvergenz als unter a).

Geometrische Deutung des Newton-Verfahrens (vgl. S.168 )

xo € [a, b]

fla)f(b) <0,

(Vorzeichenwechsel)

f ()

I T )
falls f/(x,) # 0.
Xy ist der Schnittpunkt der

Tangente an f im Punkt ( n > ‘
f(@n)

mit der x—Achse.

N L BN 10 e 1Y id Co N CoV A
Mitglr) = =gy st g =1 )P F@r
Also erhalten wir die Lipschitzkonstante

L= ma,x‘f ) f" (@ )‘

z€[a,b]

Aus dem Fixpunktsatz folgt sofort der folgende Konvergenzsatz fiir das Newton-
Verfahren:

Satz 11.10 :  Konvergenzkriterium fir das Newton-Verfahren
Sei f : [a,b] — IR 2—mal stetig differenzierbar in [a,b] mit f'(z) # 0 Vz € [a,b].
Fiir den Startwert zq seien alle x,11 = x, — J{I((xn)) € [a,b] Vn € INy.

Tn
f(@)f"(x) )f”
(@)
Dann konvergiert die Folge (mn)nzo gegen die einzige Nullstelle ¢ € [a,b] von f.
Es gelten die Fehlerabschdtzungen

lc —x,| < ﬁ\xn —ZTp—1| und Jc—x,| <

Sei ferner L = max
x€la,b]

2P

z€[a,b]

Beweis :

Alle Aussagen bis auf die letzte Fehlerabschéatzung folgen sofort aus dem Fixpunktsatz.
Die letzte Fehlerabschatzung folgt aus dem Mittelwertsatz mit
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0= f(c) = flen) + FE)c—2a) = Je—al = LEL o Benauptung,

/(&)

Bemerkung :

Da f(c) =0 = ¢'(¢)=0 = |¢'(z)| <L <1 inU(c) (Ungebungvonc) = L<1
in U(c) (da ¢’ stetig in [a,b], weil f 2—mal stetig differenzierbar und f'(z) # 0).
Also ist die Voraussetzung "L < 1”7 in einer kleinen Umgebung U(c) immer erfiillt.
Falls also zg "nahe genug” bei ¢ gewahlt wird, konvergiert das Newton-Verfahren.
Die Lipschitzkonstante L 148t sich i.A. nur schwer berechnen. Man verzichtet nor-
malerweise darauf und wahlt zo moglichst nahe bei der gesuchten Nullstelle c.

Beispiele

. Gesucht: a , (a>0).
c = \/a ist die positive Nullstelle der Funktion f(z) = 2% —a .

Newton-Verfahren fiir f(z) = 22 — a:

flo) __at-a

g(w) == - fl(x) - 2x
2 +a 1( +a) N
= = — .I’ —
2z 2 x
g
LTn+1 = _(xn+_)
" c

Graph von g(z)

Dieses Verfahren ist auch als Heron-Verfahren bekannt.

Hierbei wird das geometrische Mittel , /x,, - - v/a durch das arithmetische Mittel
xn

1
—(z, + i) angenéhert.

2 Ty
1
Sei zg > +va = g([\/a,z0]) C [a,zo] und |¢'(x)] < 5= L<1 Vxel|Ja,z.
1 1
Denn: ¢(e)=5(1— ) = 0<g@) <5 VoelVam] =
x
g ist monoton wachsend in [\/a, xo] mit v/a = g(v/a) < g(x) < g(xo) < x0
vV € [va, ]
= Vor. des Fixpunktsatzes erfillt = =z, — /a mit
1/2
|xn_\/a’ < ﬁ‘xn_aj‘n—l‘ - |ajn_xn—1‘ =

|$n - \/a| < |$n - xn—1| .
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Beispiel hierzu: a =2, also ¢ = V2

zog=15 , x1 =g(xo) =1.416 , zo = g(x1) = 1.4142157... ,
w3 = glas) = 1.4142136. .. , 24 = g(zs) = 1.4142136.. .

|ws — | < |w3 — 29 <2.2-107%  oder

F(LA142136) > 0 , f(1.4142135) <0 = 1.4142135 < /2 < 1.4142136 .

f(x) = coshzx — 2z
2 Nullstellen, und zwar eine
in [0,1] und eine in [2,3]

denn:
fO)=1>0, f(1)<0
f(2) <0, f(3)>0.

cosh z,, — 2z,

Tl = In = sinhx,, — 2
z90=0.5 , 21 =0.58629... , 29 =0.5893836... , x3 = 0.58938776... .
Da |f'(z)| = |sinhz — 2| > 0.8 Vz € [0,1], gilt fiir den Fehler
ler — z3] < % <1075,
z€[0,1]
ro=2 , xp =2.14617... | xo =2.1271644... , x3=2.1268000... ,

24 = 2.1267998. ..
£(2.1267998) < 0, f(2.1267999) >0 = 2.1267998 < c5 < 2.1267999 .

Satz 11.11 :  quadratische Konvergenz

Sei f :[a,b] — IR 3—mal stetig differenzierbar in [a, b], und sei ¢ einfache Nullstelle
von f in [a,b]. Die Voraussetzungen des Satzes 11.10 seien erfiillt.

Dann konvergiert das Newton-Verfahren mit quadratischer Konvergenz ,
d.h.: dM >0 mit

|Tpy1 — | < M|z, —c]* V¥YnelN

e F@)f" ()
T b f@)f(x b
W) =0y = I e 7 9=
Mit Hilfe der Taylorentwicklung um c erllllalten wir
Fat = 9(2) = 9(0) 4 9'()(@n — ) + L1 (2 — o2
Dag(c)=cund ¢'(¢c) =0 = z,41 —c= gll2(€) (2, — c)?
9"

= |zpy —c < Mz, —c[* mit M = max
£€la,b]
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Bemerkung : Quadratische Konvergenz bedeutet:

Ist x,, auf k£ Stellen genau =z, ist ungefdhr auf 2k Stellen genau,
d.h.: Die Anzahl der richtigen Stellen wird in jedem Schritt ungefahr verdoppelt.

Denn: gilt |z, —c| <107% = |z,41 —c| < M 1072,

Bemerkung : Das Newton-Verfahren kann auch fiir kompleze Funktionen benutzt
werden:

Zp4+1l = Zn — ff/((zzz)) . falls f/(Zn) 7é 0

Die Suche nach ”giinstigen” Startwerten z( ist hier allerdings nicht so einfach.

Beispiel 1
f(z) =2 +2+4
2+ 2 + 4 B 3z —4
423 +1 4z3+1°
Mit dem Startwert zy =1+ ¢ erhalten wir

z1 = 0.99115+44-1.13274 , 29 = 1.003644-4-1.120819 , =23 = 1.00385404+:-1.1210545 ,
z4 = 1.00385398 + ¢ - 1.12105442 , 25 = 1.00385398 + 7 -1.12105442 .

Zn4+1 = Zn —

Der Startwert zp = —1+ i ergibt: z5 = —1.00385398 + ¢ - 0.871023881 .

Da f(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten = mit z ist auch z Nullstelle von

f(2). Also sind die Nullstellen von f(z)
z12 = 1.00385398 £ 4 - 1.12105442 , 234 = —1.00385398 £ - 0.871023881 .

f(z)=z1+z+4

T\ =/
==

In diesem Bild sind die Wege gezeichnet, die das Newton-Verfahren vom Startpunkt
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aus bis zur angendherten Nullstelle zuriicklegt (die Eckpunkte der Polygonziige sind
die Punkte z,, der Folge (z,)).

Die auflersten Startpunkte sind +£9 + 9:. Man kann erkennen, daf} bei einigen Start-
werten nicht die am nachsten liegende Nullstelle angenahert wird.

Beispiel 2
f(z)=23+1 A
Exakte Berechnung der Nullstellen: Z0
.+ 2k 71
Z—
P=—1 = z =e 3 = -
T -1 1
Z_
zZ0 = e. 3 s
leelﬂ-:—l , 29 =20 - o

Im folgenden Bild sind alle Punkte der komplexen Ebene (zwischen —3 —3i und 3+ 3i)
schwarz gekennzeichnet, die als Startwerte beim Newton-Verfahren die Nullstelle (—1)
angesteuert haben:

Im folgenden Bild sind die Punkte der komplexen Ebene (zwischen —3 — 3i und 3+ 31)
schwarz gekennzeichnet, die als Startwert beim Newton-Verfahren eine gerade An-
zahl von Iterationsschritten benotigten, um die entsprechende Nullstelle mit einer
Genauigkeit < 1078 anzunihern:
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11.12 Regula falsi

Ersetzt man im Newton-Verfahren die Ableitung f’(x,) durch den Differenzenquo-
f(@n) = f(@n-1)

Tp — Tp—1

tienten

, so erhalt man die Regula falsi:

Wihle zwei Startwerte g, 21 € [a,b] so, daBB f(zo)f(z1) <0 (Vorzeichenwechsel).

Berechne:

" — f(xn)
LT T () — f(@n—1)

LTn—Tn—1

(@ —mn1) f(an) 4

— f(xn) - f(ajn—l)

o xn—lf(xn) - -Tnf(xn—l)
f(xn) - f(xn—l)

Also X X2

X L= In—lf(mn) - xnf<xn—1)
" flan) = f(@n-1)

|

Ist f(zn)f(xpt1) <0 = weiter mit z,, py1 ,

sonst weiter mit T, 1, Tpy1 -

Falls Konvergenz vorliegt, ist die Konvergenz nicht mehr quadratisch.

Man benutzt die Regula falsi (an Stelle des Newton-Verfahrens), wenn die Ableitung
von f nicht oder nur schwer zu berechnen ist.
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f konvex , x1 bleibt rechte Grenze f konkav , zo bleibt linke Grenze

Beispiel
f(z) = coshx — 2z (vgl. Beispiel 2., S.352)

rz0=0, 21=1 = x5 =0.68637978 , f((l?o)f(ilfg) <0
To , X2 = x3 = 0.60859710 , f(.fl?())f(%‘g) <0
xo , x3 = x4 =0.59305218, f(zo)f(xs) <O

o , T12 = x13 = 0.58938776
£(0.58938776) > 0, f(0.58938777) <0 = 0.58938776 < ¢ < 0.58938777 .

Newton-Verfahren fiir nichtlineare GLS

Gegeben: n Gleichungen mit n Unbekannten

fl(l'l,. . .,l’n) =0

fg(l‘l,. . .,Z‘n) = O

folz1,. .. xy) =0
Ty fi

In Vektorschreibweise erhalten wir mit & = : und f =1 : |: f (Z) = 0.
Ln fn

Gesucht: e R™ mit f(@ =0 (Nullstelle von f).

Beim einfachen Newton-Verfahren wurde die Funktion f an der Stelle z,, durch die
Tangente angenéhert (linearisiert) und die Tangente gleich 0 gesetzt = z,41. Also

[ ()

flxn) + flzp)(z—2,)=0 = x=2mx,—
= Tp4l = Tp — (f/(xn»_lf(xn)
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Also werden wir auch in diesem allgemeinen Fall die Funktion f durch den Anfang
der Taylorentwicklung linearisieren:

fl@) = fl@n) + L@@ -7 =0 =

d - -
Hierbei ist (d—{(fn)) die inverse Funktionalmatriz von f an der Stelle Z,,.
z

Man berechnet nicht die Inverse, sondern 16st das lineare GLS:

11.13 Newton-Verfahren

dz

df S .
(—f(fn)>d=—f(a?n) , Ty =T, +d , (n=0,1,2,...)

mit ¥y als Startvektor.

Auch hier gilt bei einfachen Nullstellen und 3—mal stetig differenzierbaren Funktionen
f quadratische Konvergenz, falls der Startvektor "nahe genug” bei der gesuchten Null-
stelle liegt. Wie im Komplexen ist auch hier die Suche nach geeigneten Startvektoren
nicht immer ganz einfach.

Beispiel

fi(z,y) = 42* — zy? =0
fo(z,y) =222 + 2%y —y* =0

_df ([ 8z —y*  —2xy

0.9 3.96 —3.24
1.8) - A(O'9’1'8)_(6.84 —2.79)

8, £1(0.9,1.8) 0.324 —0.324
Ad = — = - =
£2(0.9,1.8) —0.162 0.162
<3'96 _3'24> (dl) = <_0’324) = (mit Hilfe der Cramer-Regel)

Waihlen wir als Startvektor Zy = (

6.84 —2.79 ) \d, 0.162
1 ~0.324 —3.24\  1.42884
= — = P 0.1285714
% detAdet( 0.162 —2.79) i3z 287
1 3.96 —0.324)  2.85768
dy — — det = S0 .257142
27 Qet A ° (6.84 0.162> i3 2071429
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I 1.0286
7 \2.0571)
Nachster Schritt:

o 1.002
A(1.0286,2.0571)d = — f(1.0286,2.0571) = i5= (2 003) ‘

Die nachsten Schritte ergeben:

. 1.0000045 . 1 . . - 1
Ty = , Ty = . Die exakte Losung ist ¢ = .
2.0000090 2 2

8

Bei einem (2,2)—GLS kann man auch mit der inversen Matrix rechnen, es gilt
_(a b 1 d —b
A_(c d> = A _ad—bc(—c a).

Anwendung: Gesucht: FEztrema der Funktion f(x1,...,2z,) .

Notwendige Bedingung: grad f(Z) =0 ,

also ein GLS fiir die n Unbekannten z4,...,x, .
Beispiel hierzu
flz,y) =2y(3—x —y) (vgl. Beispiel 3., 5.293 )

= fo=yB-z—y)—2y=0
grad f(z,y) =0 = {fyzw(i%—x—y)—l‘yzo }

A(z,y) = foz fmy) Funktionalmatrix von <fx>
fry  fyy (z,y)

wwode (BB = ()= () (4)

=SS et

e VNN

In diesem Bild sind wieder die Wege gezeichnet, die beim Newton-Verfahren bei ver-
schiedenen Startvektoren zuriickgelegt wurden. Die Nullstellen von grad f sind hier
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<8) , (g) , (?)) , <1) Nur bei (1) ist ein relatives Extremum, bei allen anderen

Punkten liegen keine Extrema vor.

Bemerkung : Fiir die Extremwertsuche bei grofleren Problemen sind andere Ver-
fahren, z.B.: Gradientenverfahren (siehe Literatur) besser geeignet als das Newton-
Verfahren.

Interpolation

Gegeben: n + 1 verschiedene Stutzstellen xg,x1,...,T, € IR , und
n+ 1 Stutzwerte yo,y1....,Yn € IR.

Gesucht:  Ein Polynom p ¥
mit gradp < n Yo

und p(z;)=y; Vi=0,1,...,n.

0 x1 x2 - }én

Anwendungen:
a) MeBreihe: An den n + 1 Stellen zg,x1,...,x, werden die Werte yo,y1-- -, YUn
gemessen.

Gesucht: Polynom p, das diese Mefipunkte (931> verbindet (interpoliert).

Yi
b) Gegeben: Funktion f : [a,b] — IR.

Gesucht: Polynom p, das an n + 1 Stellen zq, 1, ..., 2z, mit der Funktion iiberein-
stimmt, d.h.:  p(z;) = f(z;) Vi =0,1,...,n, d.h.: Die Funktion f wird durch p
interpoliert.

Im folgenden Satz wird gezeigt, dal das Interpolationsproblem (wie oben angegeben)
eindeutig losbar ist.

Satz 11.14 :  Interpolationsproblem

Gegeben: n + 1 verschiedene Stitzstellen xg,x1,...,x, € IR , und
n+ 1 Stutzwerte yo,y1....,Yn € IR.

Dann existiert eindeutig ein Polynom p mit gradp < n
und p(z;) =y; Vi=0,1,...,n. p hat die Darstellungsform von Lagrange :

p(x) = Zykdk(aj) mit
k=0

(r—x0)...(x — xp—1)(® — Tg1) ... (x — Ty
(v —x0) ... (xp — 1) (T — Thg1) - - - (T — Ty)

dk (IL') =
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p heif3t Interpolationspolynom zu den Punkten <x1> , (0<i<n).

Yi
Beweis :
Existenz:  dj ist ein Polynom vom grad =n =- p ist ein Polynom vom grad < n.
o [0 fallsi#k o\ B -
= p ist Interpolationspolynom zu den Punkten <xl) , (0<i<n)mit gradp <n.
Yi
Eindeutigkeit: Sei r ein weiteres Interpolationspolynom mit gradr < n und
r(x;) =y; Vi=0,1,....n = ¢q = r — pist ein Polynom vom grad < n und

q(z;)) =0 Vi=0,1,...,n = ¢q(z)=0 Vo € IR (denn ein Polynom vom gradn
hat hochstens n verschiedene Nullstellen) = r(z) =p(z) Vi=0,1,...,n.

Beispiel
.1'02—1, .”13122, :L'2=4,
Yyo=15, y1 =6, y3 =10,
do(z) = <_(fi§§fff)4> = (@ -2 —4) = (2 — 62 +8)
dy(z) = gigg:i‘)} _ —é(:{;—l—l)(x—él) _ —%(:ﬂ 3z —4)
do(z) = Zigg:;? = %O(:E+1)(x—2) = 1i0( )

(

Der Grad von p kann kleiner als n werden, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel
2 p
IEQZO,I’1:1/2,$2:1,
Yo=0,mn=1 ,1y2=2, 1
= p(x) =2z, also gradp < 2. d
ol 051

Approximation einer Funktion durch Interpolationspolynome

Sei f:[a,b] = IR , xp<z1 <2< ...<Zy , x; €la,b].

Dann existiert nach Satz 11.14 das eindeutig bestimmte Interpolationspolynom p,, mit
pn(zi) = f(z;) Vi=0,1,....,n.

Frage: Wie grof ist der Fehler zwischen f(z) und p,(z) fir = € [a,b] ?
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Satz 11.15 : Ist f : [a,b] — IR (n + 1) mal stetig differenzierbar in [a, b], und sind
n + 1 verschiedene Stiitzstellen xp < 21 < 29 < ... <z, vorgegeben, dann gilt fiir
das Interpolationspolynom p,,

@) = pale) = g O = 20) @ — 1) (@ = 2)
mit £ € (a,b).
Beweis :

Mit g¢(z) = (x — zo)(z —x1) ... (x — ) gilt ¢q(z;) =0 Vi=0,1,...,n,

und ¢(z) #0 Vr # x;.

Sei z € [a,b] mit x # x; Vi=0,1,...,n fest gewéhlt, dann definieren wir:
f Z)— Pn(T

F) = 10 - o) - TEE gty

= F ist n + 1 mal stetig differenzierbar in [a,b] und hat dort mindestens n + 2

Nullstellen, denn F(z;) =0 Vi=0,1,...,n und F(xz) = 0. Nach dem Satz von Rolle

hat F” mindestens eine Nullstelle zwischen zwei Nullstellen von F, also gilt:

F' hat mindestens n + 1 Nullstellen = (analog)

F"” hat mindestens n Nullstelle =

F™+1) hat mindestens 1 Nullstelle in (a,b)

(wiederholte Anwendung des Satzes von Rolle).

D.h.: 3¢ € (a,b) mit FTY () = 0.

Da p("*1(t) =0 Vt € [a,b] (da Polynom vom grad <n) und
¢t = (n+1)! VteEa,b =

P = o - LB =0
1@ = pal@) = 7 /O €ate).

Folgerung aus Satz 11.15

11.16 Es gilt fiir den maximalen Fehler in [a, b]

1
_ — _ < (n+1)
1f = Pnllos max, |f(z) = pn(z)] < E ) |f (fv)\mrg% lg(z)|

Dieser maximale Fehler hangt von 2 Faktoren ab:

a) m[eu%] 1"V ()| (hiingt nur von der Funktion f ab)
xE|a,
b) max |¢(x)] = max |[(z —x0)(z —x1)...(x —z,)| (h&ngt nur von den

z€la,b] z€[a,b]
Stiitzstellen x; ab).
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Um eine gute Approximation zu erreichen, mufl man die Stiitzstellen x; so wéhlen,

dafl m[ax |g(x)| moglichst klein wird. Fiir das Intervall [—1, 1] kann man zeigen, dafl
re|a,

die Nullstellen der Tschebyscheff-Polynome T,+1 (vgl. S.328 )  diese Eigenschaft
(20 + 1)m .

e RE—— =0,1,...,n).

2(” + 1) ) (Z b b 7n)
Man kann sogar zeigen, dafl bei Wahl dieser Stiitzstellen die Interpolationspolynome
pn fir n — oo gleichméBig auf [—1,1] gegen f konvergieren, falls f in [—1, 1] stetig
differenzierbar ist.

erfillen. Diese Nullstellen sind x; = cos

Beispiel zu Satz 11.15, 11.16
flx)=¢* | [a,b]=10,1] , 2, €[0,1] ,i=0,1,...,n.

(n+1) — T _
e |f T ()] max el =e,
= - —z) .. (z—a)| <1 =
Irg[gﬁ}\qw)l Irg[gﬁ]l(w zo)(x —x1) ... (T — an)| <
(§

I~ pala) e < iy

= lim [|e* —p,(z)]lcc =0 (gleichméBige Konvergenz in [0, 1]).

Beispiel fiir Divergenz

0 Jalls . =0 —
= f ist stetig in [0, 1] .

rsinT fallsO0<x <1
)= {7

Wahle z; = - ,1=0,1,...,n,

= flz;) = e sin((i + 1)7) =0
= pu(z) =0 Vo e€l0,1]
= pu(z) A flz)  fallsz #0, z; .

Die Berechnung der Interpolationspolynome p,, nach der Formel von Lagrange ist
numerisch unstabil, d.h. es konnen relativ grole Rundungsfehler auftreten, denn es
werden die Polynome dj vom grad = n zunachst mit den Faktoren y; multipliziert
und dann addiert. Bei grofleren n sind die Polynome dj aber sehr stark oszillierend,
und es konnen leicht grolere Rundungsfehler entstehen.

Ein weiterer Nachteil besteht darin, dafl bei Hinzunahme weiterer Stiitzstellen (um
die Genauigkeit zu erhéhen) alle dj, neu berechnet werden miissen.

Der Vorteil der Lagrange-Formel liegt darin, dafl bei gleicher Stiitzstellenwahl fiir
verschiedene Satze von Stiitzwerten die Polynome p,, leicht zu berechnen sind, da sich
dann die dj, nicht verandern.

In den meisten Fallen ist aber die Berechnung mittels der Darstellungsformel von
Newton vorzuziehen:
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Newton-Darstellungsformel des Interpolationspolynoms

Seien xqg,x1,...,T, n + 1 verschiedene Stiitzstellen und
Yo, Y1, ---,Yn die zugehorigen Stiitzwerte, dann gilt fiir das eindeutig bestimmte In-
terpolationspolynom p,, die folgende Darstellung von Newton:

11.17 Newton-Darstellungsformel

pn(x) =Bo + Bi(x — x9) + Ba(x — x0)(x — 1) + . ..
+ By(x —x0)(x —21) ... (. — Tp—1)
mit
By = yo
B, = Y1 Yo _ o]
1 — X

By — [T129 ... 2] — [Tox1 ... Th—1] — (0w xh] 5 (k=2 ,n)

T — To

Hierbei werden die folgenden allgemeinen Differenzenquotienten benutzt:
Yi — Yi—1

2 1—
[2iZist ... 2] = [Tit1Tivo - 2] — [Biigr . T , (0<i<k<n).
T — T4

Beweis zu 11.17:

Sei p,, das Interpolationspolynom mit p,(z;) =y; Vi=0,1,...,n , und sei
x € |a,b] mit x # x; (Vi) eine weitere Stiitzstelle mit Stiitzwert p,(z) =

— Pnl\T Tol1| — [T X
[ZE -:EO] - yoxo _ni ) 5 [ZL' ZEo.ﬁBl] = [ 0 ';]]- _EC O] ,

_ [zomimo] — [z 202 e e b P ey
[ zow122] = oz R o Y A e e e P )

Auflésung dieser Gleichungen ergibt
Pn(T) = yo + [ xo|(x — 20) = yo + {[roz1] + [T 2021 |(2 — 21) }(T — 0)
= yo + [wox1](x — x0) + [ xo1] (2 — 20) (T — 21)
= Yo+ [xoz1](x — z0) + [xoT122] (T — 20) (T — 1) + [T ToT122] (T — 20) (X — 1) (T — X2)
= yo + [zox1](z — x0) + [XoT122] (T — 20) (T — 1) + . ..
+zozr .. xp](z —x0)(x —21) . (T — Tp—1)
+zxorr ... zp)(x —20)(x —21) ... (T — 2p)
= pu(@) =rp(z) + [zzexy ... xp)(z —x0)(x —21) ... (T — T)
mit gradr, < n und p,(z;) = rp(x;) Vi=0,1,...,n .
Da p, eindeutig bestimmt = p,(z) = ry(z) YV € [a,b)]
= pu(®) =yo + [vox1](x — o) + ... + [Tox1 ... W) (x — ) ... (T — Tp—1)

363



= pn(z) = Bo+Bi(x—z9)+Ba(x—x0)(x—21)+. . .+ Bp(z—x0)(z—21) ... (x—2p—1).

Die Koeffizienten By werden mit folgendem Schema berechnet:

Newton-Schema (Beispiel fiir n = 3)

zo | Yo = Bo
xr1 — o A = [&30331] = B
1 — Xo
T2 — To 1| [3:1332] — [xoarl] = [950901902] = By
T2 — o
Y2 —4y1 [x12023] — [To2172] .
T3 — Zo T2 — X1 m = [x122] Pa— = B3
[$29€3] - [$1$2] .
T3 — T T2 | Y2 = [z12273]
T3 — I
Ys — Y2
r3 — T2 = [(ngg]
T3 — T9
T3 |Ys

Beispiel (vgl. Beispiel S.360 )

x0:—1,$1:2,x2:4
Yo=15, y1 =6, y2 =10

—1 15
6—15
3 = -3
Ty
5 2 6 3 =1
1 _
5 0 6:2
2
4 10

= pr)=15-3x+1)+(x+1)(x—2) =22 —4x+ 10 .
Programmentwurf.  Newton-Interpolation

bo := Yo
flir j:=1 bisn
fiir i :=n bis j (riickwarts)
h:= Tj— Tij—j
Yi = (Yi —yi—1)/h
bj = y;
Berechnung von p,, ()
s:=b,
fir i :=n —1bis 0 (riickwérts)
s:=sx(x—x;)+b
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Neben der numerischen Stabilitat hat die Newton-Darstellung den Vorteil, dafl bei

Hinzunahme neuer Stiitzstellen x, 11, 2,12... sich die Koeffizienten By, By, ..., B,
nicht verdndern und nur die Koeffizienten B, 11, By12,... neu berechnet werden
miissen.

Haben die Stiitzstellen alle gleichen Abstand voneinander (d.h.:  dquidistante Stiitz-
stellen) mit h:=x;41 —x; Vi =

1
Bo =1%o, Bi = —(y1 — %) , B> (y2 — 2y1 +vo) ,

) h "~ on?
B; = W(y:g —3y2+3y1 —vo) , .... Allgemein gilt dann

1 < [k .
B = 2rir ; (j)(_l)jy'“_j

Hermite-Interpolation

Soll an einer Stelle x; auch die Ableitung y; interpoliert werden, so muf die Stelle x;

im Newton-Schema 2 mal aufgefithrt werden und der Differenzenquotient ” Yi Yy
T; — X

durch die Ableitung y; ersetzt werden. Der Rest des Newton-Schemas wird wie bisher

berechnet

Ti—1 Yi—1

X Yi
0 yi
X Yi
Tit1 Yi+1

Das Interpolationspolynom p,, 1 erfiillt dann die zuséatzliche Eigenschaft
Pho1(x;) = y;. Der Grad des Polynoms wird hierdurch um 1 erhéht, da ja eine
Stiitzstelle x; hinzugekommen ist.

Die Fehlerabschéatzung 11.16, S.361 , gilt analog, nur wird auf der rechten Seite der
Faktor (x — z;) 2 mal aufgeschrieben.

Beispiel

Die sin — Funktion soll in zp = 0 und in 3 = /2 mitsamt ihrer Ableitungen inter-
poliert werden; es soll also gelten:

p(0) =sin0=0, p(0) =sin’0=cos0 =1,
p(r/2) =sint/2 =1, p/(7/2) =sin’ /2 = cosm/2=0.

365



Ti | Yi —f('Tl)
010
0 1
2/m—1 4-2r
/2 010 T =
2 —5 - = 4dn— 16
2 2 — & T =
™/ ™/ s /2 73
-2/ 4
2 211 -——
™/ ™/ /2 2
0 0
/2] 1
4 -2 47 — 16

pa(e) =0+ 1+ (2= 0) + " (x — 0)(x — 0) +
4 —2m , 4w —16 , T
x° + x

2 (l'——)

73 2

(z = 0)(x = 0)(x - 5)

T3

™

Probe: pa(0) =0, pa(r/2) =1, ps(0) = 1, ph(m/2) = 0.

Fehlerabschatzung
1 2% (x — m/2)?
_ il (4) _ _ _ _ S S n?
£@)=pa@)] < 7 _max [FYw—0)a 0@~ /2@ —7/2) <
1 1 =
— < — —7/2))2 < —(=)*<0.016 .
> max [f() = pa(a)| € 57 max (@@~ n/2)) < (D) < 0016

Bei der Polynom-Interpolation erhalt man bei groffer Anzahl von Stiitzstellen Poly-
nome hohen Grades, die an den Intervallenden zu starken Oszillationen neigen. De-
shalb bevorzugt man in diesem Fall eine Spline-Interpolation, d.h.: stiickweise Inter-
polation durch Polynome kleinen Grads (z.B. 3 bei den kubischen Splines) und an
den Verkniipfungsstellen moglichst glatte Ubergé,nge (z.B. 2 mal stetig differenzierbar
bei den kubischen Splines).

Beispiel Kubische Splines

Ausgehend von den Stiitzstellen
To<x1 <...<x, und den
Stiitzwerten e Pi(x)
Yo, Y1, » Yn N
wahlt man in den Teilintervallen
[x;_1, 2] jeweils ein Polynom
pi(x) mit gradp; < 3 und
pi(Ti—1) = yi—1 und p;(x;) = y; ,
und verlangt 2 mal stetig differen-
zierbare Ubergiinge.

0 X1 X-1 X Xn
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Damit erhilt man insgesamt eine 2 mal stetig differenzierbare Funktion s, die die

Z) verbindet (genaueres siehe Literatur).

x
vorgebenen Interpolationspunkte (
i

Im folgenden Bild sieht man den Unterschied zwischen Polynom (p(z))— und
Spline (s(z))— Interpolation:

-2 2 4 6 8 10 12

Spline— und Newton— Interpeolation mit 15 Stiitzstellen

Numerische Integration

Um ein Integral naherungsweise berechnen zu konnen, bedienen wir uns der Interpo-
lation.

b
Gesucht: Néherungswert fiir / f(x) dz

Seia =20 <21 <...<xp =0 und pn das zugehorige Interpolatlonspolynom mit
T — X
pn(zi) = f(2;) Vi, also p,(x Zf 2R)di(z) , di(z) = '_y;ék T 2;2 N

/a f() do ~ / e dngfm) / di(w) da == 1(pn)

b
Frage: 1Ist I(p,) eine gute Ndherung fiir / f(x) dz ?

Antwort:  Fiir eine auf [a,b] (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion f kénnen
wir mit Hilfe von Satz 11.15, S.361 , folgende Fehlerabschatzung angeben:

367



Satz 11.18 : Sei f : [a,b] — IR (n + 1)-mal stetig differenzierbar auf [a.b].
Seien a = xp < 1 < ... < x, =b und p, das zugehorige Interpolationspolynom.
b

Dann gilt mit ¢(z) = (z — z¢)(x —x1) ... (z — z,) und I(p,) = / pn(z) drx

a

1 n ’
02)] < gy s 100 @)] [ o) da

Fiir n = 1 erhalten wir die Trapez-Formel :

Wir benutzen die Stiitzstellen xo = a,x7; = b mit den zugehorigen Stiitzwerten
yo = f(a),y1 = f(b). Mit dem Newton-Schema erhalten wir das Interpolationspoly-
nom p;

o] £(a)
) - s
b—a
b )
= m) =@+ Ty o
b — f(a z—a)?]®

o) = [ 1) de = f(@)0 - ) + LG =L 220

= @) —a)+ LU D O V=800 4 p1) - (@)

= ——(f(@) + )

: : (z —a)? L[ =)

|q(x)|dx:/ (x —a)(b—x) dx = 5 (b—a:)] -l-/ dx

Damit erhalten wir

11.19:  Trapez-Formel

Fiir n = 1 erhalten wir die einfache Trapez-Formel

) b; (f(a)+ f(b)) und die Fehlerabschitzung, falls f € C?[a, b]
c (b—a)’
) dx — .
v Ipy)| <y max f" ()]
Bemerkung : Die Trapez-Formel ist ezakt fiir Polynome vom grad < 1.
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Fiir n = 2 erhalten wir die Simpson-Formel :

: : . a+b : .
Wir benutzen die Stiitzstellen zg = a,x; = ,o = b mit den zugehorigen

’ b
Stiitzwerten yo = f(a),y1 = f(c),yo = f(b) mit c:= %‘

Mit dem Newton-Schema erhalten wir das Interpolationspolynom po

a | £a) |
b—a 2(f(c) = f(a))
2 b—a
S ) =240 + f)
b—a 2f(b) ~ f(e)) _
2 b—a
b | f(b)

= - = —(b—a)’

(b—a)? ‘ a+b (m—a)?’r (b—a)® (b—a)® 1
4 6 12

b
/ pa() d = f(a)(b— a) + (F(c) ~ F@)(b—a) + S (F(b) 2 () + F(@)(b )

— b_a(f(a)+4f(a;b)+f(b)) :

6

Damit erhalten wir

11.20: Simpson-Formel

Fiir n = 2 erhalten wir die einfache Simpson-Formel

1) = 222 (Fla) 4 (U5

b bh— 5
[ sty o= )] < B o 11901

)+ f (b)) und die Fehlerabschitzung, falls f € C*[a, b]

Bemerkung : Aus Satz 11.18 wiirde eine schwéchere Fehlerabschiatzung folgen.
Man kann aber diese bessere Fehlerabschétzung zeigen (siehe Literatur).

Bemerkung : Die Simpson-Formel ist exakt fiir Polynome vom grad < 3.

Diese einfachen Trapez- bzw. Simpson-Formeln liefern bei grofleren Intervallen zu
ungenaue Ergebnisse. Deshalb bedient man sich in der Praxis zusammengesetzter
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Formeln, d.h.: man teilt zunichst das Intervall [a, b] in mehrere Teilintervalle auf und
wendet dann auf jedes dieser Teilintervalle die einfache Trapez- bzw. Simpson-Formel
an. Dies fiihrt auf die folgenden zusammengesetzten Formeln:

Zusammengesetzte Trapez-Formel

h—
Seia=zg<z1<...<x, =0 mit z; =a+ih, h:Ta,NE]N,aISO

N Teilintervalle, dann erhalten wir die (zusammengesetzte) Trapez-Formel

T(h) = 2] o) + 27 (1) +2f(a) + ...+ 2f ewa) + Saw) )

und es gilt die Fehlerabschiitzung, falls f € C?[a, b]

h3 12
_ < 7
) dz )‘ S g wax [F(@)]
Beweis :
~ SV WIS TN LG

< o N /!
15 IV max [f7()]

ﬂZXO Xl X]'__ 1 X]'_ XNZb
} —
h=(b-a)/N  (N=4)

Beispiel

2
1

/ — dx =7

1T

Wir wahlen N = 4, also 4 Teilintervalle = h = bTT“ = 2%

AN
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1 _5 6 7
xo=1,x1=14+3=3,22=7,23=7, x4=2,

T(1/4) = L(f(1)+2f(5/4)+2f(6/4)+2f(7/4)+f(2)) = 1 (1+E+E+E+1) = 0.69702.

2
Fehlerabschatzung: | f"(x)| = i 2 Vrell,2] =

4 1., 1
2= — <0.01042 .
<123 25

Zum Vergleich: exakter Wert: In2 = 0.6931472 .

‘/ = dz — 0.69702

Zusammengesetzte Simpson-Formel

a
Seia=zg<z1<...<x, =0 mit z; =a+ih, h:T,NEﬂV,aISO

N Teilintervalle, dann erhalten wir die (zusammengesetzte) Simpson-Formel

S(h) = %{f(%) ++4f(z1y2) +2f(w1) +4f(23/2) +2f(22) +

+2f(rn_1) +4f(wn_1/2) + f(iUN)}

und es gilt die Fehlerabschiitzung, falls f € C*[a, b]

NS
dz — S(h)| < — @
7) dz = S(h)| < 5555 x%lﬁ)iﬂ (@)l

Bei der Simpson-Formel bendtigen wir in jedem Teilintervall auch den Funktionswert
in der Mitte des Intervalls ;1,9 = a + (i +1/2)h.

Beispiel 1

2
1

/ — dx =7

1T

Wir wiahlen N = 2, also 2 Teilintervalle = h = b
o = 1 y L1/2 =

S(1/2) = H(f(1) +4f(5/4) +2f(6/4) +4f(T/4) + f(2)) = L1+ L + 5+ 16 4 1)
—069325

_ 6 7 _
y X1 =7, Ty =7, T2 =2,

24
Fehlerabschétzung: | £ (z)| = s <24 Vzell,2 =

1, 1
.24 = —— < 0.000521 .
< 28802 1920

Zum Vergleich: exakter Wert: In2 = 0.6931472 .

‘/ = dz — 0.69325
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Die Simpson-Formel liefert in diesem Beispiel eine wesentlich bessere Naherung als die
Trapez-Formel (bei gleichem Rechenaufwand, da bei der Trapez-Formel die Anzahl der
Teilintervalle doppelt so grof§ war). Das ist in der Praxis meistens so.

Beispiel 2

1 .
Sin xr
dr =7
0 X

Der Integrand ist stetig in [0, 1], da lim

x—0 I

Wir wihlen N = 3, also 3 Teilintervalle = h=1/3.

sinx
=1.

sinl/6 _ sin2/6  sin3/6 _ sin4/6  sin5/6
1/3 1 . . 4- 2. 4. 1
SU/3) = g(l+4- =75 26 36 T ° Ta/6 56 Tsiml)
= 0.9460838 .
Fehlerabschatzung:

sinx

Der Integrand f(x) = hat die Potenzreihe

o (_1)nx2n 2 4 6 8

x X X x

_ S — €elR =

/(@) ;(2n+1)! ZT T TR 7
4 6-5-4-3 , 8765 11 1
(4) _ 2 4 _ - -2 -4
o) =g o Ut T T Ty Tt Toa”
1 1

= f(4)( )_5+R mit |R| < — =5 = 14 Va € ]0,1] , (da alternierende Reihe)

= OS5+ <

sin x 3 1 1
dr — S(1 ( .= <1.43-10°.
‘/ = S(1/3)| < 355(3) 3 < 143-107

In diesem Beispiel kénnen wir auch einen Naherungswert erhalten, wenn wir den
Anfang der Potenzreihe von f (um xo = 0) integrieren:
1 . oo 1 [ee)
—1)" —1)"
/Smxdxzz (=1 /xzndw:Z (=1
0 T o (2n+1)! J, —~ (2n+1)I(2n +1)
1 1 1 1

1
=1—- — 4+ — — — 4+ — — .. =0.9460827+ R mit |R| < —<31-1077 =
33 755 T 019 R mit B < g <

1 .
‘/ SN g — 0.9460827‘ <31-1077.
0 T

Der folgende Satz besagt, dafl bei feiner werdender Zerlegung des Intervalls [a, b] die
Trapez- und Simpson-Formel gegen das Integral konvergieren:

Satz 11.21 : Sei f: [a,b] — IR integrierbar in [a,b]. Dann gilt
fm 700 = iy 500 = [ s
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N N

Beweis : Mit oy = Zf(xk)(xk —xk—1) und TNy = Z flxg—1)(xr — xK—1)
k=1 k=1
(Riemann-Summen mit den ZWlschenpunkten T bzw. T _ 1 gilt

T(h) = ;(O'N-i—TN /f dx—l—/f da: /f ) dx

fir h — 0, also N — oo. Analog fiir S(h

Wahl der Schrittweite h

In der Fehlerabschatzung fiir die Simpson-Formel

h5
) dz — S(h)| < —— max |f™®(x)| bendtigt man das betragliche Maximum
2880 zc(a,b]

von f(4)( ). Das ist bei vielen Funktionen nur mit sehr groem Aufwand oder gar
nicht zu berechnen, so dafl die Fehlerabschéatzung nicht sinnvoll eingesetzt werden
kann. Der Fehler hangt wesentlich von der Schrittweite h ab:

Wahlt man h zu grof}, so wird der Verfahrens-Fehler zu grof3.
Wahlt man h zu klein, so miissen zu viele Funktionswerte berechnet werden, und die
Rundungs-Fehler nehmen zu.

D.h.: Man benotigt eine ”sinnvolle” Schrittweite h. Hierbei kann man folgendermaflen
vorgehen:

Man berechnet zunéchst mit einer vorgegebenen Schrittweite h den Naherungswert
S(h), dann halbiert man die Schrittweite und berechnet S(h/2). Unterscheiden sich
S(h) und S(h/2) nur wenig, so gibt man sich mit S(h/2) zufrieden, sonst halbiert man
wieder die Schrittweite und vergleicht die Néherungswerte S(h/2) und S(h/4), usw..
Hierbei darf die Schrittweite nicht zu klein werden, da sonst die Rundungsfehler zu
stark anwachsen.

Um mit Hilfe von S(h) den Wert S(h/2) zu berechnen, kann man die folgenden Eigen-
schaften benutzen:

Satz 11.22 : Es sei

h
T(h) = §{f(x0) +2f(x1)+...+2f(xn-1) + f(acN)} die Trapez-Formel, und
M(h) = h{f(:z:l/g) + f(x3/2) + ... + f(:z:N,l/g)} die Rechteck-Formel. Dann gilt

T(h/2) = 5(T(h) + M(R))

S(h) = S (T(h) +2)1(h)

—

a=xXg Xz X X ¥o XN_y2 XNTb

Rechteck-Formel
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Wenn man M (h/2) neu berechnet, erhilt man

S(h/2) = %(T(h/Z) +2M(B)2)) .

Beweis :

T(h/2) = %ﬂ{f(xo) +2f(2172) + 2/ (21) + .. + 2 (@x_172) + f(@n) }

= 1{g(f(ﬂﬁo) +2f(x1) + ...+ 2f(zn_1) +f($zv)> +h<f(x1/2) + f@s2) + ...

2
o)) } = 5T + M)
S(h) = 21 o) + 47 (@12) + 27(@) + -+ Afeoaga) + Slan) )
= {5 () +270) o+ 28w ) + Fan)) + 20 faga) + Flasga) +

o) | = S (T(0) +2M(h))
Also berechnet man mit h =b —a
7(h) = Z (F(a) + FB) . M) =hf(a+h/2)
S(h) = 3 (T(h) + 2M (1)

T(1/2) = %mh) M) . M(b/2) = 5 (flat 5+ flatSm),

S(h/2) = 3(T(h/2) +2M(h/2)) , usw.
bis [S(h/2m71) — S(h/2™)| < € oder h/2™ zu klein.
Beispiele

|

;dw—? , h=2—-1=1,

T(1§:%(%+%)=§ , M) =1-35=3% =
S(1)=3(T(1)+2M(1) =1(3+3) = 2 =0.694
T12)=3(TM+MQ1)=5(3+3) =5 » MU2)=5Ga+71)=3% =
S(1/2) = 3(T(1/2) +2M(1/2)) = $(3T + ) = 0.693254
|S(1) — S(1/2)] <0.0012 , usw.

Fourierkoeffizienten
f(x):xa x€<_7Ta7T)7 ’/ /.;
f 2m—periodisch fortgesetzt. —=T _" 1T/2 m

ar =0 Vk € Ny , da f ungerade,
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2 [T 2(—1)k+1
by = —/ xsinkx dx = (T) (vgl. Beispiel 3., S.313 ).
T Jo

Naherungsweise Berechnung fiir by = —0.2 (also & = 10) ergibt mit Hilfe der
Simpson-Formel:

h S(h) |S(h) — S(2h)]
s 0 —

/2 —1.047197 1.05
/4 0.4786811 1.52
/8 —0.2291491 7.1-107!
7/16 —0.2011639 2.8-1072
/32 —0.2000664 1.1-1073
/64 —0.2000041 6.2-107°
/128 —0.20000025 3.8-1076
/256 —0.200000016 2.3-1077
7/512 —0.200000001 1.5-1078

Dafl man eine sehr kleine Schrittweite h wahlen muf}, erkennt man am Graphen des
Integranden g¢(x) = zsin(10x), der sehr stark oszilliert:

AN
ov\/\/vv

Zum Vergleich die Ergebnisse der Trapez-Formel, wo man noch kleinere Schrittweiten
bendtigt, um auf dhnlich gute Naherungswerte zu kommen:

h T(h) [ T'(h) = T(2h)|
/512 —0.199937 1.9-107*
7/1024 —0.199984 4.7-1075
7/2048 —0.1999961 1.2-107°
/4096 —0.1999990 2.9-1076
7/8192 —0.19999975 7.3-1077
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Uneigentliche Integrale

Bei unbeschrankten Integralbereichen oder unbeschrankten Funktionen 1at sich die
Trapez- oder Simpson-Formel nicht unmittelbar einsetzen. Man verwendet die
Abschneidemethode, mufl aber haufig vorher das Integral durch Substitution oder par-
tielle Integration verandern.

Beispiele

Abschneidemethode

o0 2 M 2
/ e ? dr= / e ? dr+ R mit
0 0

o 2 o0 M e_1\4‘r o e_M2
|R| = |/ e " dal g/ e My = — = <1071
M M M | M

= MeM > 100 = fir M =5 erfiillt, also

0 5
/ e " dx = / e ™ dr+ R mit |R| <107,
0 0

5
Das Integral / e~ dr 1Bt sich einfach mit Hilfe der Simpson-Formel berechnen.
0

Substitution

e 1 M-
dr = dr + R mit
/1 211 € /1 21 T+ mi

IR!=|/ 2+1alazlg/ —dx_——] =— <107 = M <10,
M xr

M X2 x|y, M
Hier ware M viel zu grof}, um /
1

Deshalb fiihrt man besser vorher eine Substitution durch. In diesem Beispiel kann
man sogar mit Hilfe der Substitution = = 1/t , dz = —(1/t*)dt das uneigentliche
Integral in ein eigentliches Integral tiberfiihren:

Sl | S| 1 S|
/1 21 /1 (%)2+1( 7 o 1+12

Dieses eigentliche Integral 1483t sich dann einfach mit Hilfe der Simpson-Formel berech-
nen (in diesem Beispiel kann man natiirlich sofort die Stammfunktion arctan be-
nutzen).

Substitution

1 2e
dt = ——= dt + R mit
/ NS / V th /0 Vet +1
(Subst1tut10n r=e*  dr= 2€2tdt)
2t 0o

2 o0
IR| < / % dt = 2/ et dt = —2e_t} =2 M<107®
M €

M M
= e”>2.10° = M>In2-10%) = M>192.
Der Integrand geht nach der Substitution schneller gegen 0 fiir ¢ — oo als vorher.
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4.

partielle Integration

0o -
S1n xr
dx
1 e

Durch mehrmalige partielle Integration kann man erreichen, dafl die Potenz von x im
Nenner grofler wird und damit der Integrand schneller gegen 0 geht fiir x — oo:

/100 lsinac dx = i(— cosx)}:o - /loo(—i)(— cosz) dx

T x2

o
CcoS T
=cos1l — / dx
1

xr2

cos e dr + R mit

’ M
:230081—5sin1—120/ 5
1 X

o0 1201 120 24
IR| < 120/ lcosal o < 0} _ 120 <1074

v b = bab|,, 5M5 M5
= M°>24-10* = M>V24-10* = M=12.
Also gilt:

o0 . 12
/ Slmdm:23cos1—5sin1—12o/ Pl dr+R
1 x 1 x

=23cos1 — 5sinl — 7.594855 + R = 0.6247431 + R mit |R| < 107%.
Hierbei wurde der Wert des Integrals mit Hilfe der Simpson-Formel berechnet.

ST e = 0.94608307 mit Hilfe der

1
Berechnet man auch den Wert des Interals /
0 X

Simpson-Formel, so erhélt man insgesamt:

/ PT Jr =1.5708261 + R (exakter Wert:  7/2 = 1.5707963 ... (spiiter)).
0

T

Numerische Differentiation durch Interpolation

Wir wollen einen Niherungswert fiir f(")(zq) angeben, falls f in 2y n—mal differen-
zierbar ist.

Sei also fla,b] — IR , =z € [a,b) , f n—mal differenzierbar in z.

Mit der Schrittweite A wéhlen wir zusatzlich zu zy n weitere Stiitzstellen aus [a, b],
also 1 = xg + h,xo = 29 + 2h,...,x, = ¢ + nh. Zu diesen Stiitzstellen existiert
eindeutig das Interpolationspolynom p,, mit

pn(z) = Bo+ Bi(z — x9) + Ba(x —x0)(x —21) + ... + Bp(x —x0) ... (x — 1) .
Damit gilt: p™(z) =n!B, Vzc R.

Da die Stiitzstellen dquidistant sind (z;47 —2; =h Y0 <i<n—1), gilt

_ 1 ~ (n C1\k 1 "\ /n e . :
Bn_n!h"kzzo(k>( 1 f("”n—w—n!hn;(k)( 1"  f(xr)  (vel S.365).
Also fiir
n=1 B =

(f(z1) = f(20))

S LS
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L (Fe2) — 2 (21) + f(x0))

n=2: BQZW

usw.

11.23 Also gilt

Ly () 0" stao +

k=0

F (o) ~

Satz 11.24 : Ist f € C" '[a,b] und existiert (™ (), so gilt
. 1 < /n .
£ (o) = lim — <k) (=) f(xo + kh) .

h—0 h™
k=0

Beweis :

Es gilt firm=0,1,...,n

" /n Cvn—kpm _ J 0 falls0<m<n-—1
kz—o(k)( )"k _{n! Sfalls m =n

denn mit Hilfe der Binomischen Formel gilt fiir n € IV:

2) (-1 =3 (Z) (—1)n—k g

k=0

" /n
itr=1 E —Hk=0.
mit x = 2 (k:)( ) 0

Differenzieren wir die Gleichung a), so erhalten wir

n(z—1)""t = kz_o (Z) (=1)" PRkt
Multiplikation mit = ergibt

b) na(r—1)"1 = i (Z) (1) Fkz*

k=0
" /n
it z =1 firn >2: ) ~)"Fk=0.
mit x = firn > (k>( )

k=0
Fahrt man in gleicher Weise fort, so erhalt man die obige Aussage.

Durch mehrmalige Anwendung der Regel von de 1'Hospital erhalten wir (da jeweils

ein Ausdruck der Form ” 6” entsteht) :

n n

S () tawohn S0 ()0 R o+ k)

. k=0 . k=0
lim = lim T
h—0 hn h—0 nhm—
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k

= ... = lim =2
h—0 n'h
i LN (7 netpn £ (@o + kh) — fO D (@)
= - (k>(_1) w kh
n (n—1)
+ %11)% o (Z) (=) L. # (wobei die letzte Summe = 0 ist)
" k=0
= <% Z Z (—1)"_]%”) O (xg) = f™(z0) (da diese Summe = n! ist).
" k=0

Man erhalt also fiir
=1 fa0) = 3 (f(o +h) — f(z0)
n=2 ["(eo) ~ 75 (f(o +20) — 2f (a0 + h) + f(z0)
n=3: ["(x0) ~ a(flmo -+ 3h) — 3f(zo +2h) + 37z + h) — F(xo)) .

Haufig wahlt man die anderen Stiitzstellen symmetrisch um xy herum. Dann erhalt
man fiir

(f(zo +h) —2f(w0) + f(x0 — h))

n=3 f"(x) = ﬁ(f(ﬁo +2h) = 3f(zo + h) + 3f(z0) — f(zo — h)) .

=N

Diese Formeln sind numerisch nicht sehr stabil, wie die folgenden Bilder fiir die
Annéherung von f”(z() zeigen

A A
f f
M @%
xg—h X X0+]:: xp~h  xg X0+]::
gute Anndherung schlechte Anndherung
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Anwendung:  Differenzenverfahren bei Randwertaufgaben

Beispiel
y'+y=1, y(0)=y(r/2)=0,
exakte Losung: y(x) = cjcosx + cosinz + 1

y0)=c1+1=0 = ca=-1, yr/2)=c2+1=0 = co=-1
= y(z)=1—cosz —sinz ist die exakte Losung.

Naherungslosung
Gesucht: y(x;) mit z; =0+th , i=1,2,...,.n—1 , h= L/Z -

n 2n
Wir schreiben  y; := y(x;) und ersetzen in der Differentialgleichung 3" (z;) durch
den Differenzenquotienten y”(z;) =~ %(%—1 — 2y; + yi+1). Dann erhalten wir
niaherungsweise anstelle der DGL die folgenden Differenzengleichungen

1 .
Wi =it yi) fyi=1 , 1<i<n-1 =

Yio1+ (R* =2y, +yin =h* , 1<i<n-1,
wobel yo = y(zo) =y(0) =0 und y, = y(z,) =y(7/2) =0 bekannt sind.

In Matrizenschreibweise erhalten wir das lineare GLS

h?—2 1 0 0 Y1 1 Yo
1 -2 1 0 Y2 1 0
: : : = -
0 1 h2-2 1 Yn—2 1 0
0 oo 0 1 h?-2 Yn—1 1 Yn

Da in diesem Beispiel yo = 0 und y,, = 0, entfallt der letzte Vektor auf der rechten
Seite.

Die Koeffizientenmatrix ist eine symmetrische Tridiagonalmatriz.

Losen wir das GLS mit dem Gaufl-Algorithmus, so erhalten wir als Losungen die
Werte y; ~ y(x;) , also Ndherungswerte fiir die Losung der DGL an den Stellen z;.

Fiir n = 5 ergibt die Losung des GLS

y1 = —0.26294 ~ y(x1) = y(w/10) = —0.2600735

y2 = —0.40124 =~ y(z2) = y(27/10) = —0.3968022

y3 = —0.40124 ~ y(z3) = y(37/10) = —0.3968022

ys = —0.26294 ~ y(z4) = y(47/10) = —0.2600735

(Vergleich mit der exakten Losung; der maximale Fehler betrigt bei diesen
Werten ~ 5 -1073).

Fiir n = 100 = maximaler Fehler ~ 2 -107°.

In der Anwendung wird haufig anstelle des Differenzenverfahrens die Methode der
" Finiten Elemente” benutzt (vgl. Literatur).
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XII Integralrechnung fiir Funktionen von mehreren Variablen

Wie im eindimensionalen Fall werden wir zunachst das Integral iiber Intervalle des
IR™ definieren. Hierbei wird alles analog zu Kapitel VI verlaufen, so dal wir hier nur
einige Definitionen und Satze angeben:

Definition 12.1 : Sei I = [@,b] = {T € R" : a; < 2; <b; , 1 <i <n} ein
abgeschlossenes Intervall des IR™,
d(I) =|b—a| der Durchmesser von I,

n

pu(l) = H(bl —a;) das Mafi von I (Inhalt von I),

=1 Il 12
Z =A{l,1Is,...,1,} eine Zerlegung von I, d.h.:
I; sind abgeschlossene, sich nicht iiberlappende IS 14
Intervalle mit I = U I; .
j=1 Ig I7
|Z| = nax d(I;) der Betrag von Z.

Sei f:I — IR beschrdnkt auf I , dann heift

S,(f) = Zflél;k{f(f)}u(]—k) Untersumme von f bzgl. Z,

Sz(f) = Z sup {f(Z)}u(lx) Obersumme von f bzgl. Z.

k=1%€lk

Dann gelten die gleichen Eigenschaften fiir die Ober- und Untersummen wie im eindi-
mensionalen Fall. Wir konnen also ganz analog die Integrierbarkeit einer beschrankten
Funktion f tiber I definieren:

Satz 12.2 : Sei f: [ C IR" — IR beschrankt auf I.
Gilt supS,(f) = irZ1f Sz(f) , so heit f integrierbar iiber I.
z

In diesem Fall schreiben wir

/f(f) df:/f('rbaxn) d(xla7xn)zsup§Z(f):HZ1f§Z<f)
I I Z

Aus dieser Definition ergeben sich sofort die folgenden Eigenschaften:

Satz 12.3 :
a) Ist f: 1 CIR"— IR stetigin I, so ist f integrierbar iber I.
b) Ist f(Z) =c¢ V& € I, also f konstant in I, so gilt

/cdf:c/ dZ = cu(I).
I I
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Beweis :

a) Analog zum eindimensionalen Fall.

b) S,(f) = —czu (1) = eutn) = [ dz.

Zur Berechnung des Integrals fiihren wir das mehrdimensionale Integral auf eindimen-
sionale Integrale zuriick:

Zurickfiihrung auf eindimensionale Integrale

Satz 12.4 : Sei f: I C IR> — IR integrierbar iiber I mit

I:{(i) ca<xr<b, cgygd}.

a) Fir alle x € [a, b] existiere das Integral / f(z,y) dy.
Dann existiert auch das iterierte Integral und ist gleich:

/;(/j f(z,y) dy) dr = /Jf(x’y) d(z,y) .

b
b) Fiir alle y € [c, d] existiere das Integral / f(x,y) dx.

a
Dann existiert auch das iterierte Integral und ist gleich:

/Cd </ab flz,y) da:) dy = /If(x’y) d(z,y)

c) Ist f stetigin I, so existieren fiir alle x € [a, b] und fiir alle y € [c, d] die Intergrale

/fxy da:und/ f(z,y) dy, und es gilt:

/f:r:y (2, 1) //fwy dwdy—//fwy dy da |

d.h.: Die Reihenfolge der Integration ist vertauschbar.

d) Ist f(z,y) = fi(z)fa(y) mit f1 : [a,b] — IR stetig in [a,b] und fo : [¢,d] — IR
stetig in [e, d], so gilt:

/fasy (2, 1) /f1 dw/fz

Beweis :

a) Sei Z, = {xo,x1,..., Ty} eine Zerlegung von [a,b] und Z, = {yo,y1,...,Yyn} eine
Zerlegung von [c,d] =
Z=A{Ljr : 1<j<m,1<k<n}ist Zerlegung von I mit

x
Iij{ y : xj_léxéxj,yk—léyéyk}-

Sei mji = ilnf{f(x,y)} , Mj, =sup{f(z,y)} , dann gilt fiir §; € [x;_1, z;]:
ik

I
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mir < f(&,y) < Mjr, Yy € [yr—1,yx] =
Yk Yk Yk
/ mjg dy < / f(&,y) dy < Mj, dy =

Yk -1 Yk—1 Yk—1
Yk

mjr Ay < f(&,y) dy < MjpAy, mit Ayp =yp — yp—1 =

Yrk—1

ijkAyk</ 1(&5,v) dy<ZMJkAyk =

ZijkAykAa:J < Z / f(&,y) dy Ax; < ZZMkAykA%

Jj=1k=1 j=1k=1
Die linke Seite dieser Unglelchung ist gleich S,(f), die rechte Seite ist gleich Sz(f),
die Summe in der Mitte dieser Ungleichung konvergiert gegen das Doppelintegral

/ab/cdf(:z:,y) dy dzx.

Da f integrierbar, gilt /f( y) d(z,y) = supS,(f) = irzlfgz(f), also folgt hieraus
zZ

frnses [ e

) Analog.
C) Da f stetig in I, ist auch f fiir alle y € [c,d] als Funktion von x stetig in [a, b],
b

also existiert das Integral / f(x,y) dx, analog existiert fiir alle x € [a, b] das Integral

/ f(x,y) dy. Aus a) und b) folgt dann sofort die Behauptung.

/fl ) f2(y) d(z,y) //fl )12(y) dy dﬂﬁ—/fl /f2 dy
- [ 1 dx~/c Faly) d

Beispiele

I:{(;) ca<z<b, céygd} , flz,y) = xy stetigin I ,

b pd b d 2270 y? d
/a:y d(z,y) :/ / xydydr = / xda:-/ ydy = 7] 7} = Z(b2—a2)(d2—02).
I a Jc a c a c

.I:{(x) c0<z<1, 0<a§y§b},
Yy

f(z y):{xy Jallsz >0, a<y<b

0 Jallsx=0,a<y<b.
f ist stetig in I, denn fiir z > 0 gilt f(z,y) = 2¥ = V"7 ist stetig fiir
r>0,0<a<y<hb.
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0
Fiir z = 0 gilt: falls (x)_}( >rnit0<a§y,y0§b =
Y Yo

() — F0,50)] = 2% — 0] = Ve < ealx 0 fiir & — 0
(da firx -0 = Inx <0, undmity>a>0 = ylnz <alnzx).
Da also f stetig ist in I, existiert nach c)

/f:cy (z,y) //xydxdy—//wydyd.r

(Reihenfolge der Integration ist vertauschbar).
Es ist

bl y+1 b b
T +1
Y dr dy = = — dy =1 1 =1 .
/a/omxy/ay }oy/yﬂy n(“)]_ tar

Yy=a

Andererseits ist

1eylnm b
//xydydx—//eylnmdydx—/ } dx
o Inz | _

y=a
blnx_ealnw .I‘ — a
= — dx = dx.
0 Inx o Inz

Dieses Integral 148t sich nicht weiter ausrechnen, aber wegen a) gilt:

1,6  ,a
/ ' — da::lnb+1
o Inz

a+1
b a b a
—x z° —x

Es ist lim =0 und lim =b—a ,denn

z—0+ Inxzx z—1 Inx

b a b—1 a—1

x’ —x bx —ax

lim = lim = lim (b2’ —az®) =b—a .
z—1 Inx z—1 l/af) z—1

Allgemeiner Fall n > 2: Bereichsintegrale in IR™.

Fiir den Fall n > 2 gilt ein zu Satz 12.4 analoger Satz.

Hierbei bezeichnen wir fiir ein j mit 1 < 57 < n den Vektor, der aus dem Vektor
Z € IR™ durch weglassen der j—ten Koordinate z; hervorgeht mit

F o= (21,0, 1, T, - - ,2,)T € R"'  und mit

I; = {#WeR" : a;<x;<b;,1<i<n,i#j} dasentsprechende Intervall
in R™ 1.

Satz 12.5 : Sei f: [ = [d, l;] C IR"™ — IR integrierbar iiber I.

a) Existiert fiir alle 2; € [a;,b;] das Integral / f(£) di? | so existiert auch das
I.

iterierte Integral und ist gleich:

/b < /Ij J(@) i) d; = /1 f(@) d7
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. bJ
b) Existiert fiir alle 7 € I; das Integral / f(Z) dx; , so existiert auch das iterierte
aj

Integral und ist glelch

//f dxjdfj /f

c) Ist f stetigin I, so sind die Voraussetzungen von a) und b) erfiillt, also gilt

/If(a?)(b?:/aj /ij(f)dfﬂ dxj:/ / @) dn,) a

Beweis :  Analog zu Satz 12.4.
Beispiel

x

I:{ Y :O§x<2,0§y<1,2<z<4},
z

flx,y,z) =x+y+2z = [ iststetigin I.

Mit[zz{<x : O§x§2,0§y§1}giltdann
Y

/I(fv+y+2) d(z,y, z) :/24</1 (x+y+2) d(x,y)) dz

(auf das innnere Integral wird Satz 12.4 angewendet)
2

/ // T4yt 2) do dy dz—// y—i—z)x)L_Odydz

4
// 2+2y+2z)dydz—/(2y+y -|-2zy)] dz:/(2+1+2z)dz

4 4
:/(3+2z)dz:(3z+z2)} =28 —10=18.
2

z=2

Ergebnis: Intergale iiber Intervalle des IR™ konnen bei stetigen Funktionen auf
eindimensionale Integrale zuriickgefithrt werden. Die Reihenfolge der Integrationen
ist dabei beliebig.

Integrierbarkeit auf beschrankten Mengen des IR"

Fiir die Anwendung reicht es nicht aus, nur iiber Intervalle des IR™ zu integrieren,
man muf} auch {iber andere Teilmengen des IR™ intgrieren kénnen (z.B.: Berechnung
des Tragheitsmomentes eines Zylinders).

Definition 12.6 : Sei M C IR" eine beschrdnkte Menge, sei f : M — IR eine auf M
beschrankte Funktion, dann heiffit fj; mit
o) f(@) fallsie M
@ =1"0" s 7 g M
Erweiterung der Funktion f von M auf IR", und cj; mit
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en (F) = 1 fallsde M
MM =0 fallsZg M
charakteristische Funktion von M.

7 jeder beschrankten Menge M C IR"™ existiert ein abgeschlossenes Intervall I C IR™
mit M C I. Das kleinste Intervall dieser Art ist gerade der Durchschnitt iiber alle
abgeschlossenen Intervalle I mit M C I:

Definition 12.7 : Sei M C IR"™ beschrankt. Wir bezeichnen das kleinste abgeschlos-

sene Intervall, das M enthélt mit I(M) = ﬂ I.
McI

Beispiel

> 100

Definition 12.8 : Sei M C IR" beschrinkt , f: M — IR auf M beschrdinkt.
f heiBt integrierbar iiber M < fy, ist integrierbar {iber I(M).
In diesem Fall gilt

| r@a- [ o @) 4

Bemerkung :
Ist M = I ein Intervall, so stimmt diese Definition mit der Definition 12.2 {iberein.

Satz 12.9 :  Figenschaften

Sei M C IR™ beschrankt , seien f : M — IR und g : M — IR integrierbar iber M und
sei ¢ € IR. Dann gilt

a) cf ist integrierbar iiber M mit /M cf(Z) d = C/M f(@) dz .

b) f+ g ist integrierbar tiber M mit /M(f +9)(%) d = /M f(&) d + /Mg(f) dT .
a) und b) besagen, dafl das Integral ein linearer Operator ist.

c) Ist f(Z) <g(¥) VZ&e M, sogilt /M f(@) di < /M g(7) dz .

d) |f| ist integrierbar iiber M mit ]/ f(@) dz| < / |f(Z)| d .
M M
e) f-g ist integrierbar iiber M.
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f) Ist MyN My =, und ist f integrierbar iiber M; und Ms, so gilt: f ist integrierbar
uber M1 U M2 mit

/ f@di= | @ di+ | f(@) dz
M,UMo M, Mo

Beweis :  Ahnlich wie im eindimensionalen Fall; man muf jeweils auf I(M) iibergehen
und die erweiterte Funktion fj; betrachten.

Bemerkung :

Integrierbarkeit hangt nun von zwei Faktoren ab:
a) von der beschréinkten Menge M,

b) von der auf M definierten Funktion f.

Im eindimensionalen Fall war M immer ein Intervall, und wir konnten z.B. die Ungle-
ichung zeigen:

/f( )de < sup {f(a }/ dz = sup {f(2)}(b—a).

x€la,b] z€[a,b]

Insbesondere galt: dac =0b—a = Lange des Intervalls.
Analog soll nun fur M C IR™ gelten:
/ d¥ = p(M) (Inhalt von M) wund

M

/Mf< a7 < sup {f(& }/ 47 = sup { £(7) bu(M).

reM reM

Nun ist aber nicht klar, ob / dx iiberhaupt existiert, wenn M eine beschrinkte
M
Teilmenge des IR"™ ist

Wir wollen i.f. aber nur noch Mengen M zulassen, fiir die / dx existiert. M heif3t
M

in diesem Fall mef$bar, und der Wert / dZ = p(M) heifit das Maff von M.
M

Definition 12.10 : Sei M C IR"™ beschrankt.

M heit meftbar < cpy ist 1ntegrlerbar iber I(M

In diesem Fall heiit (M / dz = / ) dr das Maj$ von M.
(M )

Wir wollen nun untersuchen, welche Mengen M C IR™ mefbar sind. Dazu betrachten
wir die Differenz zwischen Ober- und Untersumme der charakteristischen Funktion
¢y bzg. einer Zerlegung von I(M):

Sz(em) —Sz(em) ZSUP{CM ) (L) — Ziﬂf{CM(f)}M(IH

k=1
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= > )= Y p(ly)

IkﬂM#w I, CM //
= > ully) A N
IL,NOM#£D
mit OM = Rand von M. Y Z,
7

Ist nun M mefibar, so muf} bei feiner werdender Zerlegung die Ober- und Untersumme
gegen den gleichen Wert konvergieren, also die Differenz

Sz(ear) — Sylen) = Z w(I) — 0 konvergieren. Das bedeutet aber, da§ das
I,NOM#£D
Maf} des Randes von M, also p(0M) = 0 sein muf}, denn es gilt

0<Sy(com) <Szlcom) < D pllx) =0 =
I,.NOM#D
sgpﬁZ(CaM) = irzlfgz(caM) = p(0M) = 0.

Also gilt der folgende Satz:

Satz 12.11 : Sei M C IR"™ beschrankt. Dann gilt
M mefibar < p(OM) = 0.

Satz 12.12 :  Figenschaften mefibarer Mengen

Seien My, My C IR™ mef3bar, dann gilt:

a) Gilt My N My =0 = M; U M, ist meBBbar mit

p(My U Mz) = p(My) + p(Mz).

b) Gilt My C My = My\My ={Z € My : &¢ M;} ist mebar mit
p(Ma\My) = p(M2) — p(My).

Beweis :  anschaulich klar

a) Man betrachtet die charakteristische Funktion cps,uar, und wendet Satz 12.9 f)
an.

b) Esist M; N (MZ\M]_) = () und M; U (Mg\Ml) =M, =

p(Mz) = p(My) + p(M2\My).

Vorher mufl noch gezeigt werden, da8 M\ M; meBbar ist (vgl. Literatur).

a) b)

O
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Aus Satz 12.11 folgt, dafl eine Menge M genau dann mefibar ist, wenn der Rand eine
Nullmenge ist, d.h.: p(0M) = 0 gilt.

Also miissen wir zunachst untersuchen, welche Teilmengen M C IR"™ Nullmengen sind,
d.h.: fiir welche Mengen p(M) = 0 gilt.

Ein erstes Beispiel liefern die folgenden Mengen:

Satz 12.13 : Sei M C IR" beschrankt. M liege ganz in einer Hyperebene
H; ={2Z : x; = konstant} des IR".
Dann gilt: (M) = 0.

n=2: MZ{(i) : a§x§b,yzc}ClR2

I€={<x) :—Kga:gK,c—eﬁySche} Ie
y) == )

mit e > 0 beliebig : cl T —"1]2e

= 0< (M) < p(l) =2K - 2¢ = Ke , K o b K
da € > 0 beliebig = (M) = 0.
n > 2: Analog.

Fiir die Anwendung besonders wichtig sind folgende Nullmengen

Satz 12.14 : Sei ¢ : D C IR" ™! — IR stetigin D und D kompakt (d.h. abgeschlossen
und beschrénkt). Dann ist der Graph von ¢

Cp = { * T e D} C IR" eine Nullmenge des IR™.
()

(@
Beweis :
Da ¢ stetig in D und D kompakt, ist ¢ in D gleichmafig stetig. Ist D C I und € > 0,
so existiert eine Zerlegung Z = {I1, I5,...,I,,} von I mit

o(Z) — () <e VIgelkND , (1<k<m) =
{ ) : fe[kﬂD}ka mit p(ly) = 2€ - ().
¥

Da Zu(fk) = QEZM([k) = 2ep(I) und C, C U I, = 0<pu(C,) < 2eu().
k=1 k=1 k=1

SQ ]y

Dae >0 beliebig = u(Cyp) = 0.
Beispiele

.n=2 p:la, b — R,
© stetig in [a, b] ~—
= C,, ist Nullmenge des IR?.
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2.n=3 ¢:DCIR*— IR, 4
D kompakt,
@ stetig in D o Y
= C,, ist Nullmenge des IR>.

|

Wir wollen noch genauer prazisieren, was man unter dem Inneren bzw. dem Rand
einer Menge M versteht:

Definition 12.15 : Sei M C IR",

M= {# e M : &ist innerer Punkt von M } heifit Inneres von M,
OM = {Z € IR" : & ist Randpunkt von M} heifit Rand von M,
M = MUOM heiBt abgeschlossene Hiille von M.

Hierbei heifit ¥ € M innerer Punkt von M, Randpunkt
wenn eine Umgebung U, () von Z existiert,
die noch ganz in M liegt, also 3 € > 0 mit U (Z) C M.

Z heiflit Randpunkt von M,
wenn in jeder Umgebung U (Z) von &

Punkte von M und IR™\M liegen. innerer Punkt

Beispiel
r A
M:{ y x2+y2<1,0<z<2}
z
x
M:{ Y 22412 <1,0<2< 2}
z
x
m:{ y
z

oty <1, 0<z<2}
8M:F1UF2UF3 mit

x
:{ y| 22 +y2=1,0<z2 Zylindermantel,
z
x
:{ Y 242 <1, 2 :} Boden,
z
x
:{ y | 22492 <1, 2= } Deckel.
z
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Aus Satz 12.11 und Satz 12.14 folgt nun sofort das folgende Kriterium fiir MefSbarkeit
von beschrankten Teilmengen M C IR™:

Satz 12.16 :  Kriterium fir Mef$barkeit

Jede beschrankte Teilmenge M C IR™, deren Réander sich als Graphen stetiger Funk-
tionen darstellen lassen, ist mefsbar.

Beispiele
T
. Zylinder M = { y | 2?2 +9y2<1,0<2< 2} ist mef3bar, da OM = Fy UF,UF;
2

und F; lassen sich als Graphen stetiger Funktionen darstellen.

X 2 2
~M={ y| c2z0,y>0, LY gzgm},

15
z

Die Grenzen fiir z sind:
z=+/16—22—y? = 224+9y?*+22=16, 2 >0 (obere Halbkugel),

2 2 2 2
z= xl_;y = 22::1:;;34 , 2>0 (Kegel mit z > 0),

zusatzliche Einschrankung: =z >0, y > 0.

Benutzen wir Polarkoordinaten x = rcosy , y = rsing = 22 +y? =12 =
die Grenzen von z sind unabhéngig vom Winkel ¢, also reicht es, den Schnitt mit der
(x,z)—Ebene zu betrachten (also y = 0).

Firy=0,2>0 = z:|i1|5 bzw. z=+16—22.

i
A
4
VE xX

Schnitt mit der (z, z)— Ebene Korper M

Schnittpunkt zwischen z = % und z = /16 — 22 ergibt z =1, z = +y/15 .

Die Randflachen von M sind der Schnitt mit der (x, z)—Ebene (siehe Bild), der Schnitt
mit der (y,z)—Ebene (genauso wie der Schnitt mit der (z,z)—Ebene), die untere
Kegelflache und die obere Kugelflache. Alle Randflachen sind Graphen stetiger Funk-
tionen = M ist mefsbar.
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Wir wollen noch einige Eigenschaften von mefibaren Mengen angeben:

Satz 12.17 :  Eigenschaften mef$barer Mengen

a) Sei M C IR™ mefibar
=  Mund M sind meBbar mit u(M) = u(M) = u(M).

b) Seien Mj, My C IR™ meBbar
= M; U M5 und M; N My sind mef3bar mit
p(My U Ma) = pu(My) + p(Ma) — p(My N Ma).

c) Ist My C My und (M) =0 = pu(M;)=0.

Beweis :

a) M, M, M haben den gleichen Rand dM.
Da u(OM)=0 = M, M sind mefibar.

o

Da M = MUOM und MONOM =0 = p(M) = pu(M) + p(dM) = p(M).
Da M= M\(OMNM) und (OMNM) C OM = p(M) = p(M)—pu(dMNM) = p(M).

b) Anschaulich klar (ausfithrlicher Beweis siehe Literatur).
¢) 0<pu(My)<p(M2)=0 = p(Mp)=0.

Bevor wir Integrale konkret berechnen, zeigen wir noch den Mittelwertsatz und den

verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integralrechnung. Diese Mittelwertsatze konnen
bei der Abschatzung von Integralen benutzt werden:

Satz 12.18 : Sei M C IR™ mef3bar und f : M — IR integrierbar iiber M. Dann gilt
W nf F@RON < [ @) i < sup (@)},

b) Mittelwertsatz
Es existiert ein 7 mit 1nf {f( )} <n< sup {f(@)} und

| @ dz = nu(an
M

c) FErweiterter Mittelwertsatz

Sei zusétzlich g : M — IR integrierbar iber M mit ¢(¥) >0 V¥ e M.
Dann existiert ein 7 mit inf {f( £)} <n < sup{f(Z)} und
reM

reM
/ F(@)g() di =1 /Mg@)df
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Beweis :

a) Da mf {f( 7)} < f(Z) < sup{f(Z)} VZ¥€ M und M melbar = aus Satz 12.9

reM
flél;‘/[{ff}/ dfg/f dx<fél]€_r{f )} dw =
mf {f / f(@)dE < sup{f( v) (M )

b) folgt aus a), indem man durch M(M ) dividiert.
¢) Da Inf {f(2)} < f(2) < Sup{f( 7)} und g(7) >0 Vie M =

mf{f }/ dgc</f Z) dZ < sup{f(Z } g9(%) d

reM

Division durch / g(Z) di ergibt c).
M

Im folgenden Satz geben wir ein hinreichendes Kriterium fiir Integrierbarkeit an:

Satz 12.19 : Sei M C IR™ mefbar und f : M — IR stetig in M
= f ist integrierbar uber M.

Beweis :

Sei € > 0 beliebig, sei |f(Z)] < K V& € M und sei M C I (Intervall). Dann

existiert eine Zerlegung Z = {I1,ls,...,I,} von I so, dafl Z w(ly) < e (da

I,NOMAD B
u(OM) = 0) und sup{f(Z)} — 1nf {f( ¥)} < e fiir alle iibrigen I}, (da f stetig auf M,
rely
also gleichméafig stetig ist) =
Sz(far) — S, (far) <e- > p(Ip) +2K > p(li) < en(M) + 2Ke .

I, CM,I;,NOM=0 I, NOM #£D
Da € > 0 beliebig, folgt hieraus die Behauptung.

Satz 12.20 : Fiir zwei beschrankte Funktionen f,g: M C IR" — IR mit M mef}bar,
die bis auf eine Nullmenge My auf M tibereinstimmen
(d.h: f(Z) =g(%) Ve M\My , p(My)=0) gilt:

Mit f ist auch g integrierbar und es gilt / f(&) dz = / g(Z) dZ.
M M

Beweis :
Mit M = (M\My) U My und h = f — g gilt: h ist integrierbar tiber M\M, (da

h =0) und iiber My (da u(My) = 0) , also auch iiber M mit / h(Z) di = 0.
M

Bemerkung :
Man kann also eine Funktion auf einer Nullmenge abandern, ohne dafl sich dabei der
Wert des Integrals verandert.
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Wir betrachten i.f. nur noch Mengen M, deren Rander sich als Graphen stetiger Funk-
tionen darstellen lassen, also mefibar sind, und Funktionen f, die iber M integrierbar
(z.B. stetig) sind.

Wie 148t sich dann das Integral / f(Z) dZ berechnen 7
M

Berechnung mehrdimensionaler Integrale durch Zuriickfithrung auf eindi-
mensionale Integrale

1.Fall n=2 : Wir betrachten die beiden folgenden Falle

vA 5;1‘ () Paly)
Po(x) v,
| oy N
a) Normalbereich bzgl. y b) Normalbereich bzgl. x

Definition 12.21 :

a) Gibt es ein Intervall [a, b] und auf [a, b] zwei stetige Funktionen ¢1, @9 derart, daf
gilt

Mz{@) ca<z<b, <P1($)§y§¢2(90)}

so nennen wir M Normalbereich bzgl. y.

b) Gibt es ein Intervall [c, d] und auf [c, d] zwei stetige Funktionen 1,1y derart, daf§
gilt

M:{Cj) ce<y<d, ¢1(y)§x§w2(y)}

so nennen wir M Normalbereich bzgl. x.

c) Gilt a) und b), so heifit M Normalbereich.
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Beispiele

. M:{<x> 0<x<1, 0<y<1—a:
Y
(Normalbereich bzgl. y)

:{<x> L 0<y<1,0<z<1l-y
)
(Normalbereich bzgl. x)

= M ist Normalbereich.

.M:{(m> L 0<z<1,0<y< 1—:1:2
y

(Normalbereich bzgl. y)
T

:{< ) L 0<y<1,0<z< Ty
)
(Normalbereich bzgl. x)

= M ist Normalbereich.

Satz 12.22 : Sei f : M C IR?> — IR integrierbar iiber M.

a) Sei M Normalbereich bzgl. y, und fir alle x € [a, b] existiere
p2(x)
das Integral / f(x,y) dy. Dann existiert auch das iterierte Integral mit
v1()

b rea(x)
flx,y) d(z,y) = flz,y) dy d
/M () d(z.y) /G/M (2.y) dy de

b) Sei M Normalbereich bzgl. z, und fiir alle y € [c, d] existiere
P2 (y)
das Integral / f(z,y) dz. Dann existiert auch das iterierte Integral mit
P1(y)

¢2(y)
/fmy (z,y) // f(z,y) dz dy
Y1 (y)

c) Ist f stetigin M und M Normalbereich, so gilt a) und b).

Beweis :
a) Sell—{(m) A<x<B CSySD}mitMC[ =
)
/fwy (z,y) = | fu(z,y) d(z,y).
I

w2 ()

Va € [a,b] gilt: / flx,y) dy —/ fu(z,y) dy = (nach Satz 12.4)
@

1(x)
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B rea()
/foy (z,y) / / fu(,y) dydw—/ / fu(z,y) dy do
A Jpi(z)
p2(x)
/ / flx,y) dy dx .
w1(z)

) Analog.

c) f stetig in M, M Normalbereich = M = M = f integrierbar iiber
M = Voraussetzungen von a) und b) erfiillt = Behauptung.

Beispiele A
x 44
.M:{( :O§x§2,0§y§x2}
Y

= M ist Normalbereich bzgl. y

el T e

= M ist Normalbereich bzgl. x
= M ist Normalbereich.

|

Sei f(z,y) =2%+y> = fiststetigin M =

| @+ ey = [ 2 / " e g?) dy do

2 3 7z 2 6 5 712 5 7
9 Y 4 T T x 2 2 1312
/O(xy+3)L:Ox /O(x+3)ac (—+ )]0 TR

oder:
2

/(a: + %) d(z,y) // (% + y°) d:cdy—/(g—i—y:r)L:\/ydy

52 2 7/2) t1312
o 105

8 v 8 2 2
o2 — L 12y dy = _ =
/0(3+y 5 Y ) dy (3y+ ~y° y

3 15 7Y
i 1'2
-M={() : —§y§4—x}
Y 2

I2

Schnittpunkte: 7:4—:1: = 22 +22 =28
= J}172:—1:|:3:—4,2 =

2
M:{(x> L A<z <2, x—§y§4—x}
Y 2

= M ist Normalbereich bzgl. y

Sei f(x,y) =1 = fiststetigin M =

u(M):/ldxy //dedm

2 3 12

x? T 14 32

= 4 — ——d—4———— = — +24 - — =18.
/_4( x 2) r = (4z 5 6)}_4 +
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2.Fall n>2 : Wir betrachten eine melbare Menge M C IR™.
Fiir & = (z1,2,...,2,)7 € M sei wieder
B o= (21, Ty 1,Tps1, .- Tp) L € R™L (d.h. die v—te Koordinate fehlt).

Definition 12.23 : Sei M C IR" beschrankt.

a) Gibt es eine meBbare Menge M,, C IR"~! und auf M, zwei stetige Funktionen ¢,
und o derart, daf gilt:

M={ZeR" : ¥ e M,, p1(Z) <z, < p2(F")} , so heiit M Normalbereich
bzgl. x,.

b) Ist M Normalbereich bzgl. aller z,, so heifit M Normalbereich.

Beispiel: n=3: Normalbereich bzgl. z

M={ 5 :(:;)GMz,wl(w,y)§2§¢z(m7y)}-

z
Ist M, Normalbereich bzgl. y, also

w={(0) osesh mw sy nm).

Y
so erhalten wir insgesamt:

X
Mz{ y| ca<x<b, (x) <y <o), sol(x,y)gzssoz(:c,y)}-
z

1tz welxy

Normalbereich bzgl. z Einheitstetraeder

Beispiel hierzu:  Finheitstetraeder

x
M:{ Y :0§:L‘§1,0§y§1—x70§z§1—x—y}.
z
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Analog zu Satz 12.22 gilt nun:

Satz 12.24 : Sei f: M C IR" — IR integrierbar iiber M. Sei M Normalbereich
P2(7")

bzgl. z,. Existiert fiir alle ¥ € M, das Integral / f(Z) dz, , so existiert auch
1(Z)

das iterierte Integral mit

/M £(F) dit = /MU ( /¢ w(()) (&) dxy> di.

Beispiel: n=3: M Normalbereich bzgl. z

Ist M Normalbereich bzgl. z und M, Normalbereich bzgl. vy, also

x

Mz{ y| ras<xz<b, di(z) <y <io(x), sol(x,y)SZSsoz(:v,y)},
z

und f: M — IR stetig in M, so erhalten wir

w2 (x,y)
[t dean = [ (/ F(,9.2) dz) dw.y) =
M v1(z,y)
Ya(z) re2(x,y)
/f(w,y,Z) (z,y, 2 // / f(z,y,2) dz dy dx
M 1(x) Jeoi(z,y)

Beispiele hierzu

Zylinder

Sei f: M — IR mit f(x,y,z) =2 und .

x
M:{ Y :x2—|—y2§R2,O§z§h}
z

= Mz:{(x) : x2+y2§R2}.
)

Also insgesamt

T
M:{ Y :—RSa:SR,—\/RZ—:C2§y§\/R2—x2,nggh}.

z

Fiir das Integral erhalten wir dann

VRZ—z2 VRZ—z2
/:Cd:z:y, / / /:zzdzdydx—/ / hz dy dx
M VRZ g2 VRZ =22

= / 2hx\/ R? — 22 dz =0 (da der Integrand eine ungerade Funktion ist).
-R
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2. FEinheitstetraeder (vgl. Beispiel 5.397 )
Sei f: M — IR mit f(z,y,z) =2 und

T
M:{ Y :0§x§1,0SySl—x,OSle—x—y}.
z

Fiir das Integral erhalten wir dann

1—x l—x—y 1—x
/xd:z:y, // / xdzdydx—// z(1—z—vy) dy dz
M

- [ <1—as>y—7>L:0 w= [ - - L))

I 1
== 1—2)?de = — .
2/O:E( x)* dx o

Beispiel: n=3: M Normalbereich bzgl. y

Ist M Normalbereich bzgl. y und M, Normalbereich bzgl. x, also

x
v={[v] saszst mEsrcnE. wed i nEa),
z
und f: M — IR stetig in M, so erhalten wir

L

/ flx,y,2) d(z,y, 2) /A e

Ya(z)  pe2(z,2)
/ / / fz,y,2) dy dz dz aj
1(2’) 801(1 Z)

oder mit GZ_{('”) () S22l L a(02) Sy < vl

/Mf(x,y,Z) (,y,2 // f(z,y,2) d(z,y) dz .

Speziell fiir f = 1 erhalten wir fiir das Volumen des Korpers M

M(M):/ (2,9, 2 // a:ydz—/ (@) d

Diese Formel ist das Prinzip des Cavalieri, das folgendes besagt:

Man kann das Volumen eines Korpers M so berechnen, dafl man zu jedem z den
Inhalt der Grundfliche G, also u(G.), bestimmt und diesen iiber die Hohe (also z)
integriert.
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Beispiel hierzu: Rotationskorper

Sei M ein Rotationskorper um die z—Achse, also

X
M:{ y| ca<z<b,0<a®+9?
z

mit ¢ : [a,b] — IR stetig.

AZ
b

g(z)

X

Der Graph von g ist die Begrenzungslinie der Schnittfliche des Rotationskorpers mit

der (z,z)—Ebene, xz > 0.

Also gilt fiir die Grundflache GG, in der Hohe z
G, = {(:c) c ot 42 < gz(z)} , also Kreisfliche mit Radius g(z) und
)

Inhalt u(G.) = 7g%(2).

Damit erhalten wir das Volumen des Rotationskorpers

u(vr) = | "2 dz

Beispiele hierzu

1. Volumen einer Kugelkappe der Hohe h,

also R—h<z<R

habl TS BT L

Kugelkappe

Da 2°+2°=R?*> = g(2)=

J Z

R

h
7N

|
-
';U]‘"

X

Schnitt mit der (z,z)—Ebene, x > 0

R2 _ 52
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T 2 2
M:{ Y :zZO,zl—;y §z2§16—x2—y2}.

Aufteilen in zwei Rotationskorper ergibt:

a) Kegel: g¢(z) =15z
(0<2<1),

b) Kugelabschnitt: g(z) = /16 — 22
(1<z<4).

Schnitt mit der (x,z)— Ebene, x > 0

1 4
(M) :7r/ 1522 dz+7r/ (16 — 22) dz
0 1

1
=7T(5—|—16-3—§(43—1)):327T.

Oft ist es einfacher, einen Korper des IR? oder einen Bereich des IR? mit Hilfe anderer
(als den kartesischen) Koordinaten zu beschreiben. Dann mufl man bei der Integration
eine Substitution vornehmen.

Substitution

Im eindimensionalen Fall galt

(2) do = / Flo(®)!(8) dt |
[a,b] v~ 1([a,b])

falls f : [a,b] — IR stetig in [a,b] und ¢ : [a, 3] — [a, b] stetig differenzierbar in [a, 3]
mit ¢’ (t) # 0 in [, 3] (damit ¢! existiert).

FEine &hnliche Aussage werden wir auch fiir den mehrdimensionalen Fall erhalten.
Aber zunéachst miissen wir definieren, was wir unter einer Koordinatentransformation
verstehen wollen.

Anstelle der kartesischen Koordinaten z1,xs,...,x, wollen wir neue Koordinaten
Uy, Ug, ..., U, einfiihren, genauer sollen folgende Eigenschaften gelten:
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Definition 12.25 : Sei M C IR" und g: N C IR" — IR" mit

a) g:N — M bijektiv (d.h. g—! existiert),
b) N offen,

di
¢) §eCYN) mit det(d—g,(ﬁ)) £0 VieN.

Dann heifit § Koordinatentransformation mit

r1 = 91(U17U27 O 7un>
T2 = 92<U17u27 s 7un)
Tn = gn(u17u27 cee ,Un).

Man sagt auch: Auf M werden durch g neue Koordinaten uy,us, ..

Satz 12.26 :  Substitution

Sei K C IR"™ kompakt und mef$bar. Auf M mit K C M C IR" seien durch die Funktion
g: N — M neue Koordinaten eingefiihrt. Sei f : M — IR stetig. Dann gilt

dg

/Kf@ i = /gl(K)f(ﬁ(ﬁ)) | det(== ()| dii

Beuweisidee fiir den IR3

Seien x,y, z die alten und w, v, w die neuen Koordinaten. Das Volumenelement bzgl.
der alten Koordinaten ist dV = dx dy dz. Wir berechnen nun das Volumenelement
bzgl. der neuen Koordinaten. Dazu zeichnen wir an einem Punkt P;(u,v,w) die drei
Koordinatenlinien und berechnen das Volumen eines kleinen Volumenelementes AV

mit den Eckpunkten

a=71(u+ Au,v,w) — 7(u, v, w)
b=r71(u,v+ Av,w) — 7(u,v,w)
¢ =71(u,v,w+ Aw) — #(u, v, w)

mit 7(u, v, w) ist der Ortsvektor des Punktes P(u,v,w) usw.

Dann gilt fiir das Volumen ungefahr
AV x| <& dxb>|=]|det(a,b,7)| .

Da Ei:f’(u—l—Au,v,w)—F(u,v,w)%a—r-Au
u
- Or or
b~ — - A Cr — - Aw =
v 0 T oy Y
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or or or oz, y, z)

AV =~ |det(—, — Au Av Aw = | det(—F—L)|Au Av Aw .
det(51, 5 501w Au A = | det( 250 Aw Av Au
Im Grenzwert erhalten wir dann fiir das Volumenelement in den neuen Koordinaten
AV = d(a.,2) = det (52D v,
oder vektoriell geschrieben:
di
dv = |det(d—g(ﬁ))|dﬁ

ist das Volumenelement in den neuen Koordinaten wu, v, w.

Ausfiihrlicher Beweis siehe Literatur.

Beispiele

. Polarkoordinaten in IR?

z=rcosp=gi(r,p)
y=rsing = ga(r,¢).

|

Gg:N—-M
g bijektiv und § € C*(N) mit

N:D(g):{(;) : 0<r<oo,0<g0<27r} offen

Mzﬁ(N)zRQ\{(i) L y=0, xZO}

(also IR? ohne die z—Achse mit x > 0).

Q

s
21 A
Y A .
| T r %

dg _ d(z,y) (cosgo —rsimp)

dii — O(r,p) \sing rcosgp
Also erhalten wir die Funktionaldeterminante
d(z,y) .
| det( )J=r#0 inN
o(r, )
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Beispiel hierzu

Gesucht: / Va2 +y? d(z,y) mit
K

K= {(x) 1<t 4yt < 4} (Kreisring).
Y

K ist kompakt und meBbar, f stetig in IR?.

Fiithren wir Polarkoordinaten ein, so erhalten wir

g‘l(K):{ ") 1§7‘§2,0§gp§27r}.
¢

Also erhalten wir fiir das Integral

3

2T 2 »1% 14
/vw2+y2d($,y)=// 7‘~7°d90d7’:27r/ r2dr:27r-—1 = 7.
K 1 Jo 1 3 3

1

Hierbei haben wir nicht ganz exakt gearbeitet, denn K ¢ M = g(N). Bei M fehlt ja
die positive x—Achse. Wir miissen eigentlich folgendermaflen vorgehen:

Wir betrachten K, mit

g*—l(Ka):{() :1§r§2,a§<p§27r—a}
2

= K, CM, K, kompakt und me3bar mit
2 r2r—o 2 14
/ vVa?+y? d(m,y):/ / 2 dgpdr:(Qw—?a)/ rdr="—(r—a) =
Kao 1 « 1 3
SO RTENG) . Vo E—1 .14 14
:CQ + y2 d(.il?, y) = 111/1}) x2 + y2 d(gj7 y) e hm —(ﬂ' — a) — Eﬂ- .
K a— K.,

a—0 3
Man kann in der Praxis auf diese Grenzbetrachtungen verzichten.
. Zylinderkoordinaten in IR?

I =TCosyp :gl(T7§07z)
Yy = TSinSO 292(?“, 9072)

2=z = g3(r, p, 2). -
ny
Gg:N—M
g bijektiv und § € C*(N) mit
r
N:D(g):{ © :0<T<oo,0<<p<27r,—oo<z<oo} offen
z
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M =g(N) = R”\{

INEENSE

:y:O,xEO} /

(also IR? ohne die (z, 2)—Ebene mit x > 0). >

y
dj  d(z,y,2) cosp T sinp 0 X
E:m: singp rcose 0
265 0 0o 1
Also erhalten wir die Funktionaldeterminante
0
|det(82xj;’ ;)|—r7é0 in N

Beispiele hierzu

Gesucht: /:L’Zy d(z,y,z) mit
K

X
Kz{ y :xzo,yzo,x2+y2s1,0§zs1}.
y4

Fiithren wir Zylinderkoordinaten ein, so erhalten wir

/2
/xyd:z;y, / //rcosgprsmgp rdz dr dy

TI'/2 1
/ / rt cos? psin ¢ dr dgp—g/ cos? psin ¢ dgo——1—5(:os %

r
f%K):{ © :0<r§1,0§¢§wﬂ,0§z§1}.
z

Auch hier haben wir auf die Grenzbetrachtungen verzichtet.

x x2+y2
K:{ Y cx>0,y>0, 220, <22<16—x -y
z

Gesucht:  p(K).

In Zylinderkkoordinaten
erhalten wir die Grenzen fir K:

0<r<Vi5 3
0<gp<7r/2 /k'"

X
—§z< 16 —r2 .
NiE \/
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2

w/2 /15 16—
d(z,y,z) = / / / r dz dr dp

=
=
I
—

15
V15 3 V15
T 1 r
= V16 — 12 — ~(16 — 1?32 - ——
2/0 ( { 3 3v15 ],
_m_] 15\/15+4)_7T(64
2% 3 315 S 2'3 3

Integral tiber Rotationskorper um z— Achse

x
K:{ Yy :agng,(x)er}
p Yy
. x 2 2 2
mltGZ:{<):x-|-y Sg(z)}.
Yy

In Zylinderkoordinaten erhalten wir die Grenzen

a<z<b,0<p<2r,0<r<g(z) =

2m g(Z)
/f(w,y,z) (x,y,2 // / T, 2) -1 drde dz .
K

Spezialfall: f=1 =

b 72790 b
w(K) = / 27 - E] dz = 77/ g*(2) dz  (vgl. S.400 ).
a r=0 a

Kugelkoordinaten in IR>

T = TCOS%OCOS@/J Zgl(ra907¢>
y =rsinpcosy = ga(r, ¢, 1)

z =rsiny = g3(r, ¢, 9).
Gg:N—M
G bijektiv und § € C*(N) mit
r
NzD(g'):{ © :O<7‘<oo,0<30<27r,—77/2<1/)<77/2} offen
(8
 Z
x /
M:g(N):JRS\{ y :yzo,xzo} .
z / y
(also IR3 ohne die (x, z)—Ebene mit = > 0). X

406



COSCOsSY —rsinpcosy —rcospsiny

dg 0
%:M: singpcosy rcospcosy  —rsinpsiny
Y (r,@,10) sin 1) 0 7 COS P
Also erhalten wir die Funktionaldeterminante (vgl. 5.289 )
8(137 Y, Z) 2 .
det(————=)| =r“cosy #0 in N
o))

. Berechnung des Integrals / e dr .

Beispiele hierzu

Gesucht:  Volumen einer Kugel mit Radius R
Fiihren wir Kugelkoordinaten ein, so erhalten wir fiir die Kugel die Grenzen
0<r<R,0<¢<2r, —7m/2<¢<7w/2 =

R 27w pm/2 R /2
M(K):/ / / 2 cos v dip dg0d7°z277/ 2 dr-/ cos ¢ dip
o Jo —7/2 0 —7/2

R3 4
fr—y 2 ¢ — o 2 — —R3 .
T S
Gesucht: Die Masse des Kugeloktanden K mit R z

x
K:{ Y :x20,y20,z20,x2+y2+z2§R2}

z R
und der Dichte o(x,y,2) = /22 + 32 + 22 . X
Fiithren wir Kugelkoordinaten ein, so erhalten wir die Grenzen
0<r<R,0<¢p<n/2,0<¢<7/2 =

R pm/2 pm/2
[ VEREE R day = [ [ [ v cosy v g ar
K 0 0 0

R /2 4
T 3 T R T 4
= — . - 2.2 1= Rt
2/0 r dr/o cos ) dip 5 1 8R

Auch bei diesen Beispielen haben wir auf die Grenzwertbetrachtungen verzichtet.

Anwendungen

o0
— 00

Dieses Integral ist wichtig z.B. fiir die
Wahrscheinlichkeitsrechnung (Gaufsche
Normalverteilung). Da eine Stammfunktion
in einfacher Form nicht existiert, kann das Integral nicht elementar berechnet werden.
Die Konvergenz des Integrals haben wir bereits gezeigt (vgl. Beispiel 2, S.220 ).
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Wir werden nun den Wert des Integrals berechnen, indem wir einen Umweg tiber
zweidimensionale Integrale wahlen:

Sei R >0
x 2 2 2 Yy

(Viertelkreis mit Radius R), KR@
T

one{[) v<een. 0syen) o

(Quadrat mit Kantenldnge R),

X
KR\@:{(z) :wZO,yZO,x2+y2§2R2} R Ri2

(Viertelkreis mit Radius Rv/2).
x

Da e~ @ +¥") 5 v(
y

)ER2undKRCQRCKR\/§ =

/ e~ @ gz, y) S/ e d(a,y) S/ e~ d(z,y) VR >0.
Kgr

R Kryva
Nun gilt fiir das 2.Integral

2, .2 R R 2 2 R 2 2
/ e~ (@ +y )d(x,y) - / / e eV dr dy = (/ e * d:l;) .
Qr 0o Jo 0

Mit Polarkoordinaten erhalten wir fiir das 1.Integral

2 2 71—/2 R 2 T R 2
/ e~ @) (s, y) = / / re”" dr dp = —/ re”" dr
Kr 0 0 2 Jo

71'( 1 _7,2) R 7'('(1 —RQ)

= —(—=e =—(1-e .

2 2 o 4

Analog erhalten wir fiir das 3.Integral

/ e_(x2+y2)d(l’,y> _ %(1 . e—2R2).
Krya

Damit erhalten wir die Ungleichung
2

R
T1—e < (/ e’ dx) < T2,
4 0 4

Fir R - o0 =

00 2 IS
< / e dr) <= / o dp= VT |
4 o 4 o 2

=
o0 2 2
Da der Integrand gerade = / e dr= / e * dr=+/m, also
0

— 00

/ e dy = N3

— 00
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2. Berechnung von Schwerpunkten

Sei M C IR® meBbar mit der Dichte o(F). Dann hat M die Masse m mit

m = /M o(7) dF

Der Schwerpunkt s von M 1aft sich dann folgendermaflen berechnen

1
i :—/ T o(Z) dz
m Jam

Dieses Integral wird koordinatenweise ausgewertet, also
. 1
(Zs)1 = —/ zo(x,y,z) d(z,y,z) , usw.
m Jm

Fiir den Schwerpunkt ¥ gilt:

| @)@ dz =0

Denn: / (Z—75)0(Z) di = / Z o(%) df—fs/ o(¥) di = / Zo(Z) di—miz, =0 .
M M M
Beispiel Schwerpunkt des Kugeloktanden M mit

x
M:{ Y :xZO,yZO,zZO,x2+y2+z2§R2}
z

mit der Dichte o(z,y,2) = /22 +y2 + 22 .

Masse m = / o(x,y,z) d(z,y,z) = gR‘l (vgl. Beispiel b), S.407 ).
M

m(@sh = [ xva?+y? + 22 d(2,y, 2)
7T/2M
/ / rcospcost -1 -r2costy dip dp dr
OR 0 /2
/ 4 d / coS ¢ dgo / cos® 1) dip
0 0 0
= —] 90:| 1 + cos(2¢)) dy =

)

1 7 8 TR® 2
= ((L‘s)l—— 5 = —
m

N

20 TRY 20 5
Aus Symmetriegriinden sind die anderen Koordinaten des Schwerpunktes gleich der
1.Koordinate, also

(Ts)1 = (Zs)2 = (Zs)3 = %R.
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3. Berechnung von Tragheitsmomenten

Sei M C IR?® meBbar mit der Dichte o(Z).
Seig={FfelR® : T=Zo+ X, |[Ff]=1, A € R} eine Gerade (mit normiertem
Richtungsvektor 7).

Dann ist das Tragheitsmoment von M bzgl. der Geraden g gleich

7, = [ 1) x el di

Denn: Der Abstand eines Punktes P mit Ortsvektor # von der Geraden g ist
|(Z —Zo) x 7] (vgl. Beispiel 3, S.39 ).

Spezialfille

Tragheitsmoment bzgl. der x— Achse

—.

z—Achse: T=04+X = |@—-T) xfP=|@-0)xe&2=|Fxe&P=y>+22.

x 1 0
Denn: Zxeée1=[y | x[0]=| =z
z 0 -y

Also erhalten wir fiir das Tragheitsmoment bzgl. der x— Achse

Tm - /M(y2 + 22)9(m>y7z) d(IE,y, Z)

Analog gilt fiir das Tragheitsmoment T, bzgl. der y—Achse und fiir das Tragheitsmo-
ment T, bzgl. der z— Achse

T, = /M(932 +2%o(@,y,2) d(z,y,2) , T:= /M(l‘Q +yh)e(@,y,2) d(x,y, 2)

Beispiel hierzu
A Z

x
M:{ y |+ 2*+y* <R, 0<z<h}
Kreiszylinder mit Radius R und Hohe h.

M habe die Dichte p = 1, dann erhalten
wir fiir das Tragheitsmoment bzgl. der z—Achse

R 27 h 4 h 4
TzI/(w2+y2)d(x,y,z)=/ / /TQ'szdgodr:27rh-R—:7rR ,
M o Jo 0 4 2
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Satz 12.27 :  Satz von Steiner

Sei M C IR? meBbar mit der Dichte o(Z), sei Zs der Schwerpunkt.
s sei eine Gerade durch den Schwerpunkt: s={& : ¥=2,+ A\, |F] = 1}.
g sei eine Parallelgerade zu s, also: g ={Z : ¥=2y+ A\, |F] =1}.

Dann gilt

T,=Ts+m-|(Ts — Zo) x 7]?

wobei m die Masse von M und |(Zs — Zg) x 7] der Abstand zwischen der Geraden s
und der Geraden g ist.

Beweis :
T, :/ |(Z — o) % HQQ(Q?) df:/ (& — @5 + &5 — Zp) X ﬂ2g(f) dzr
M M

:/ (7 — B,) X 7+ (T — Fo) x MP0(@) di

(das letzte Integral ist = 0, da / (Z — Zs)o(Z) dZ =0 (vgl. S.409))
M

=T (@~ 0) X TP [ ol@) dF =T - (3, — ) x 7T
M
Hierbei haben wir folgende Eigenschaft benutzt:
@+ b2 =<d+ba+b>=<a,i>+2<ab>+<bb>=|d?+2<ab>~+b?.

Uneigentliche mehrdimensionale Integrale

Wie im eindimensionalen Fall konnen auch im mehrdimensionalen Fall zwei Falle
auftreten:

a) Das Integrationsgebiet M ist unbeschrinkt.
b) Die zu integrierende Funktion f ist in einem Punkt ¢ des Integrationsgebietes M
unbeschrankt. ¢ heilt dann singuldrer Punkt.

In beiden Fallen werden wir die Menge M durch eine Folge von beschrankten,
meBbaren, zusammenhéngenden Teilmengen von M ausschopfen.

Definition 12.28 :  Ausschopfungsfolge

a) Sei M C IR™ unbeschriankt und zusammenhéngend.

Seien M, C M beschrdnkt, meBbar, zusammenhéngend mit R, = }\?\fM {|Z]} — oo,
i 0
dann heiit {M,} eine Ausschipfungsfolge von M.

b) Sei M C IR™ beschriankt und mef3bar mit ¢ € M.
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Seien Us C M Umgebungen des Punktes ¢ mit Rs = sup {|@— 4]} — 0,
Z,yeUs
dann heifit {M;s} mit My = M\Us eine Ausschipfungsfolge von M.

A A Ug
T
Rol M
1°] e . .
M unbeschrankt Singularitdt ¢

Sei nun im Fall a) f: M — IR bzw. im Fall b) f: M\{¢} — IR, so definieren wir:

Definition 12.29 :  Uneigentliche Integrierbarkeit

a) Sei M C IR™ unbeschrankt und zusammenhéngend und f : M — IR integrierbar
iiber jeder beschrankten, mefibaren, zusammenhéangenden Teilmenge von M.

Hat dann Rlim f(&) d¥ einen endlichen Grenzwert unabhdngig von der Wahl
lamasel M,

der Ausschopfungsfolge {M,}, so heifit f uneigentlich integrierbar iber M und wir

schreiben

/M J(@) di = lim_ /Mg £(@) dz.

b) Sei M C IR™ beschrankt und mebar und f : M\{¢} — IR mit
Singularitdt in ¢ € M. Fiir jede Umgebung Us sei f integrierbar tiber My = M\Us.

Rs—0
der Ausschopfungsfolge { My}, so heiit f uneigentlich integrierbar iber M und wir
schreiben

Hat dann  lim / f(Z) dZ einen endlichen Grenzwert unabhdingig von der Wahl
Ms

/ F@) dTi= lim [ f(F) d7.
M

R5—>0 MS

Fiir Funktionen f, die in M (bzw. M\{¢}) nichtnegativ sind, gilt nun der folgende
wichtige Satz:
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Satz 12.30 :

Fir f: M — R (bzw. f: M\{¢} — R) gelte f(Z) >0 VZ e M (bzw.
Vi e M\{c}).

Dann ist f uneigentlich integrierbar iber M genau dann, wenn fiir eine
spezielle Ausschopfungsfolge {M,} (bzw. {Ms}) ein endlicher Grenzwert

lim/ f(@) dz  (bzw. lim/ f(@) d¥) existiert.
RQ—>OO MQ R5—>0 M(;

In diesem Fall ist / f(Z) d gleich diesem Grenzwert.
M

Beweis :

Sei {M,,,n € IN} eine spezielle Ausschopfungsfolge mit I = lim f(Z) dz.

R, — o0 M,,

Sei € > 0, dann existiert ein ng € IN mit 0 < I — / f(Z) dZ < e.
My,

Fiir eine beliebige Ausschopfungsfolge {M,} mit geniigend grofem R, gibt es ein
ny € IN mit M, , C M, C M,,. Da f(¥) >0 Vie M =

| @< [ j@ar< [ g@warsr -+

ni

0<1I-— / f(&) d¥ < e fiir alle geniigend groflen R, =
MQ

I ist gemeinsamer Grenzwert unabhéngig von der Wahl der Ausschopfungsfolge {M,}.
Beweis analog fiir Singularitat.

Fiir Funktionen, die verschiedene Vorzeichen annehmen, gilt der folgende Satz

Satz 12.31 : Sei M C IR"™ zusammenhangend mit n > 2. Dann gilt:

f ist uneigentlich integrierbar iiber M < |f| ist uneigentlich integrierbar iiber M.
Beweis : siehe Literatur (z.B.: Fichtenholz, Diff.-und Integr.-Rechnung III, S.210 ff ).

Bemerkung

Dieser Satz gilt nicht in IR, also fiir n = 1, wie folgendes Gegenbeispiel zeigt:

[e.e] : oo s

/ BT dr st konvergent, aber / |smx| dx ist divergent (vgl. S.216 ).
0 T 0 T

Bemerkung

Auch bei uneigentlichen Integralen kann man Koordinatentransformation durchfiihren.
Es gilt

o - dg .\ -
f(E) df = F(g(@)l det(—=(w))] du
M g=r(M) v

falls eine Seite konvergiert. In diesem Fall konvergiert auch die andere Seite.
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Beispiele

/ o~ (@ +y%) d(z,y) =7 ist konvergent, denn
IR2

flx,y) = e~ (@ +¥) > 0in R2 = eine spezielle Ausschopfungsfolge geniigt.

Wir wihlen M, = {(z) p a4yt < 92} : ,
lim e_(x2+y2)d(x,y) f%
eee MQ -

o 27 5 £2— 0O
= lim / / re” " dp dr

. 1 2 ¢ . 1 2
=271 lim (—=¢ " )| =27 lim —(1—e ¢ )=m.
0— 00 0 0—00

' 1 . z
Ve +y

>0 in M\{0} = eine spezielle Ausschopfungsfolge geniigt.

Wir wahlen Ms = {(x) c 0% < 2? +y2 < 1} )
Y

lim/ L i@y
5—0 Jprs /22 + 2 Y

. Uopom & 1
= hm/ / — dp dr

0—0 5 01 T 15\_"0
= 27 lim dr =27 lim(1 — ) =27

0—0 Js 6—0

=27  ist konvergent.

1
= [ dzy
/M \x2 + y? (@9)

. x . B T\ o 5 5
/M (22 + y2)2 d(z,y) mit M = {(y) txtty Sl} :
T |z
/M 21 2) d(xz,y) konvergent < /M 7+ ) d(x,y) konvergent.

Wir wéhlen die gleiche Ausschopfungsfolge wie in Beispiel 2) und erhalten

1 27 27 1
1
/ Ld(m,y):lim/ / M-rdgpdr:/ | cos ¢ dgp-lim/ — dr
m (22 +y?)? =05 Jo r 0 60 J5 12

1
1

divergent, da/ — dr divergent (vgl. S.215 )
0T
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/M m d(z,y) ist divergent.

Es ware falsch, folgendermaflen vorzugehen:

2m 27
// TCOSQD rdcpdr—/ — dr- / coscpd@:O,da/ cosp dp =0
0

e d(x,y) = 0. Das kann nicht sein, da das Integral divergent ist.
2+ y

/Sinxe_wyd(az,y) mit M:{<x) :xZO,yZO}.
M Y

Wir untersuchen |f| und wihlen dabei die spezielle Ausschopfungsfolge

Mn'm:{<x) c0<x<n, Ogygm}.
Yy

/ |sinz|e™™Y d(z,y) lim / / |sinz|e™™Y dy dx
M n,m—oo

= lim |s1nx|( )] dr = lim M(1 e ) dx
n,m—oo [q €T y=0 n,m—oo [q €T
n .
= lim | sinz] dx  divergent (vgl. Beispiel 4, S.216 )
n—oo [q €T
= sinx e”™ d(x,y) ist divergent.
M

1
Fiir welche o € IR ist das Integral / ————— d(z,y) mit r = /22 + 1?2
R 71+ ro)
konvergent 7

Da das Integrationsgebiet IR? unbeschrankt und der Integrand bei 0 eine Singularitét
hat, miissen wir zunachst das Integral aufspalten in

1 . x 2 2
— = N <
a) /Ml (£ ) d(z,y) mit M, {(y) e +y* < 1} und

1 x
b —d it My = ozl 2>1%.
) [ it mit = {() 2t 21)
Zua): Da f(¥) >0 V& e M;\{0} , reicht eine spezielle Ausschopfungsfolge.

WirwéihlenM(;:{(x> :52§x2+y2§1} =
Yy

1 7 r ! 1
—  d(z,y)=lim " o rdp=2r | ———— ar
/M1 ro(l+re) (z,9) 5—0 /g /5 re(l+re) 7 7r/0 re=1(1+4re)

ist konvergent & a—-1<1 & a<?2.

(Denn: Fir kleine r verhilt sich der Integrand =~ wie und es gilt:

ra—l
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1
1
— dr ist konvergent < o« <1 (vgl. Beispiel 1., S5.215)).
0 re
Zub) Da f(Z) >0 V&€ M, , reicht eine spezielle Ausschopfungsfolge.

Wir wahlen M, <> : 1§x2—|—y2§92} =

1 o r > 1
—— _d(z,y) = lim —  _drdp=2 S —
Joy et e =Jim [ s e =2 |

ist konvergent & 2a—-1>1 & a> 1.

1
(Denn: Fir groBe r verhilt sich der Integrand =~ wie —o—7 und es gilt:
r

o0

1

/ — dr ist konvergent < «a > 1 (vgl. Beispiel 2., S.216 )).
1 e

Zusammen erhalten wir dann:

1 .
/le m d(xz,y) ist konvergent < 1< a<2.

T

TYZ . 2 .2 .2
/ d(z,y,z) mit M:{ y | 2 +y° +=2 §4}.
2 1 .2 1 22 Y
v (22 +y? 4 27) -

Da der Integrand f verschiedene Vorzeichen in M annimmmt, untersuchen wir zu-
x

néchst |f|. Wir wihlen die Ausschopfungsfolge Ms = { y | 6% <2442 < 4}
z

|[7yz|
d
/(x2+y 2y 2)? (2,y,2)

— lim 2”/”/2 2 |7 cos p cos - rsilgocosw rsin | 2 cos dr dip do
5—>0 71./2 T
/2 2
:/ | cos p sin | dg0~/ | cos? 1 sin 1| cos ¢ dap - <hm/ rdr) konvergent, da
0 —m/2 é

2 2
lim rdr = / r dr konvergent.
0—0 Js 0

Damit ist auch das urspriingliche Integral konvergent, und wir erhalten

/ W e,y 2)

(22 + y? +zz)
271' w/2
/ / / 1 cos psin o cos® Y siny dr dip deo

w/2J0

/2 2
= / cos @ sin p dp / cos® i) sin ) di / rdr =0, da das 1. Integral = 0 ist.
0 —n/2 0
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XIII Vektoranalysis, Integralsatze

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit Kurven und Flachen in IR"™. Da Kur-
ven und Flachen des IR"™ das n—dimensionale Mafl 0 haben, ist das Integral iiber
diese Gebilde = 0. Wir werden aber in diesem Kapitel zwei weitere Integraltypen
einfithren: a) das Integral entlang einer Kurve und b) das Integral {iber eine
Flache des IR" (z.B. Oberfliche eines Korpers). Zunéchst definieren wir Kurven in
IR", die in Parameterform gegeben sind:

1

Definition 13.1 : Sei g : [a,b] C R — IR" mit g= |
Pn

Die Punktmenge K = {¥ ¢ R" : ¥ = J(t) , t € [a,b]} heiit Kurve in

R" , (B, ]a,b]) heiBit Parameterdarstellung von K | t ist der Parameter , [a,b] das

Parameterintervall.

F(a) heiBBt Anfangspunkt , F(b) heiit Endpunkt von K.

K heifit geschlossen, wenn g(a) = F(b).

K heif3it Jordan-Kurve, wenn K keine Doppelpunkte (bis auf evt. Anfangs- und End-
punkt) hat, d.h.: F ist eineindeutig in [a, ).

Beispiele
©(b)
pla) P=pmb) (a)=(b)
7 p(t) ©(a) 500) O
—, O
geschlossene Kurve  Jordan-Kurve geschlossene
Jordan-Kurve
Beispiele

. Sei f:[a,b] — IR stetig =
Der Graph von f ist eine Kurve in IR? mit ~_ Ot

or={(st0) 10} L

(' ist eine nicht-geschlossene Jordan-Kurve.
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t
(gﬁ(t) = <f ) , € a, b]) ist Parameterdarstellung von C'.

: K:{<x> : x = Rcost, y= Rsint , tG[O,T{']}

K ist Halbkreis mit Radius R.
Rcost
3(1) = telo, ) { ‘ \
(s"( ) (Rsint) € [0,7] -
ist Parameterdarstellung von K.

. K:{(z) cx=t,y=vRI_12,tc [—R,R]}
ist ebenfalls Halbkreis mit Radius R, aber der Durchlaufungssinn ist umkekehrt wie

bei 2).

N y N ) Y ) ]} b
' 2?2
FEllipse ) + =i 1. o

.K:{(x) .z =a(t—sint), y=a(l - cost) ozw}

Yy
Zykloidenbogen (vgl. Beispiel 2., 5.226 ) I/\
K =A{7 : T=¢1) =3 + 1P —71), t€[0,1]}
Geradenstick zwischen 7; und Zs. /

x
.K:{ Yy :x:Rcost,y:Rsint,z:ct,tG[O,Qﬂ]}
z

Schraubenlinie mit Radius R
und Ganghohe 27c.

K ist nicht-geschlossene Jordan-Kurve in IR3.
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Eine Kurve kann verschiedene Parameterdarstellungen haben (vgl.: bei Beispiel 2.
und 3. liefern die Parameterdarstellungen bis auf den Durchlaufungssinn die gleiche
Kurve). Wir definieren deshalb, was wir unter dquivalenten Parameterdarstellungen
verstehen wollen:

—

Definition 13.2 : Seien (g, [a,b]) und (¢, [c,d]) Parameterdarstellungen einer
Kurve K. Existiert eine Abbildung 7 : [a,b] — [c, d]| mit

a) 7€ Ca,b], 7(t) >0 Vtea,b],

b) 7(a)=c, 7(b) =d,

c) ¢t)=v(r(t) Vtela,b],

so nennen wir die Parameterdarstellungen dquivalent. In diesem Fall stellen sie die
gleiche Kurve mit gleichem Durchlaufungssinn dar.

Ple) 5(0)

o
I

L ———

a b c d
W

Beispiel

()= ( 1t_t2) ctelL) = (= ( 1:151_1)2) L te(0,2))

sind dquivalent und stellen den oberen Halbkreis mit Radius 1 dar. Esist 7(¢) = t+1.

Definition 13.3 :  Tangentenvektor

Sei K eine durch (, [a, b]) dargestellte Kurve in IR™.
#1(1)

a) Existiert g’ (t) = : #£ 0, so heifit
P (t)

¢'(t)

Tze) = 0] der Tangentenvektor von K im Punkt J(t).

b) Die Gerade gz = {7 € R" : ¥=g(t)+Ap'(t), A € IR}
heifit Tangente an die Kurve K im Punkt J(t).
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Bt +h) — g(t) K

-/ ERT
#(t) = Jim, h
ist Richtung der Tangente,

H, G(t+h)
T — 2 (t) - L

20 = 1570 0= 2(t)
ist normiert, d.h.:  [Tzy)| = 1. (P(t)
K

Beispiele

t

@) = (f(t)) mit f: [a,b] — IR stetig differenzierbar,

Cr={TeR* : T=3(t), t €la,b]}

Graph von f,

50~ () oL
w7 (50) o) . :f

t
Tangente im Punkt
f(t)

Koordinatenweise ausgeschrieben erhalten wir:
r=t+X, y=Fft)+Af'(t) = (it A\=x—-1)

Y

y=f(t)+ f'(t)(x —t) ist Tangente an den Graphen von f im Punkt (f(tt))
(vgl. S.153 ).

. K={fe€R? : x=Rcost, y=Rsint, t €[0,27]} Kreis um 0 mit Radius R,

60 = (emy) « #'0 = (o) - 19701 = R

Rsint Rcost

= Tau) = C(S)lsnt ) Tangentenvektor,
0 {
zB: t=0 = T(gro = <1)

1 /-1
t=m/4 = T(R/ﬁ,R/@:ﬁ(J’

Rcost) )\(—Rsint

- . [Rcost
9y s T= (Rsint Rcost) , A € IR , Tangente in ( ) )

Rsint

Bemerkung :

Der Tangentenvektor hangt nicht von der Parameterdarstellung ab.

D.h.: Sind (@, [a,b]) und (¢, [c,d]) zwei dquivalente Parameterdarstellungen mit
G(t) =(r(t)) Vte€a,b], sogilt Tyy = Tsrey VEE a, b].
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- O g dar(e) > 0)

(r@)r" @O ' ()| (¢)

Denn: T@(t) = =

p'(t) _ )T
I C] I

Definition 13.4 : Sei K eine durch (¢, [a, b]) dargestellte Kurve in IR".

a) K heiBit glatt, wenn G € C'a,b] (d.h.: stetig differenzierbar in [a,b]) mit
G'(t) #0 Vt€[a,b] (d.h.: in jedem Punkt existiert der Tangentenvektor).

b) K heifit stiickweise glatt, wenn sich K aus glatten Stiicken zusammensetzt, d.h.: es
existiert eine Zerlegung Z = {to,t1,...,t;,} von [a,b] mit: K ist glatt in jedem
Teilintervall [ty_1, tx].

‘_/—-—\/\

glatte Kurve stuckweise glatte Kurve

Wir wollen nun fiir glatte Kurven definieren, was wir unter der Bogenldnge verstehen.
K habe die Parameterdarstellung (3, [a,b]) , Z = {to,t1,...,tm} sel eine Zerlegung
von [a, b]. Ersetzen wir K durch den Polygonzug durch die Punkte

B(to), B(t1), ..., B(tm), so erhalten wir als Bogenlédnge fiir den Polygonzug p,:

L(pm) = Z |P(tk) — G(tk—1)]

k

[
NE
|

e
I

1

\ Z(%‘(tk) — pi(tp—1))?

n

Z(@;(gki))Q (t — tr—1)

i=1 "(t'? P(Lo)
(Mittelwersatz mit t5_1 < & < tx) PR

[
NE

X
—

n

=5 @&t — ) + B
k=1

=1

Diese Summe ist eine Riemannsche Summe und konvergiert fiir m — oo gegen das

b b n
Integral / |37 (t)| dt :/ Z(‘P;(t))z dt.
a a \ =1

Firm —- oo = R, — 0, denn |ty — tx_1| wird beliebig klein, und damit ndhern
sich die Werte @’ (&x;) und @’ (£x1) beliebig an.
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b
Also gilt:  Tim L(py) = / @ (1)] dt .

a
Da p,, — K fiir m — oo, definieren wir:

Definition 13.5 : Sei K eine durch (¢, [a, b]) dargestellte glatte Jordan-Kurve in IR™.

Dann ist
/ | ()| dt

die Bogenlange von K.

Ist K stiickweise glatt, so ist die Bogenlédnge von K gleich der Summe der Bogenlangen
der einzelnen glatten Kurvenstiicke.

Ist a<e<b = LK /| |dt—|—/| ()| dt

(Kurvenlénge von @(a) bis g(c) + Kurvenldnge von F(c) bis g(b)).
Beispiele

: K:{(fét)) : tE[a,b]} Graph von f € Ct[a, b]

:/b«/1+(f’(t))2 it (vgl. S.224).

. K:{(i) c x=r(t)cost , y=r(t)sint te[a,ﬁ]} , 7€ CHa, G,

Kurve in Polarkoordinatendarstellung.
Hierfiir schreiben wir kiirzer: K ={Z : r=r(t), t € [o, (]} .

Es gilt xz(t) =r(t)cost, y(t) =r(t)sint =
x'(t) =r'(t) cost — r(t)sint , y'(t) = r'(t)sint + r(t) cost =

(@'(1)* + (' (1) = (' ()* + r2(t) =
/ V(' ()2 + r2(t) dt

ist die Lange einer in Polarkoordinaten-Darstellung r = r(t) , t € [a, 3] ,
gegebenen Kurve.
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Beispiele hierzu

a) r=R, t€[0,2r] Kreis um 0 mit Radius R

27
= L(K)= / R dt =2rR  Umfang eines Kreises mit Radius R.
0

b) r=at, t€0,a], (a>0fest), Spirale,
L(K):/ \/a2+a2t2dt:a/ V142 dt
0 0
:g(a\/1+a2—|—ln(a+ 1+a?)).

4. Beispiel Kurve in IR?

K:{ y| rx=xt), y=ylt), z2=2(), te [a,b]} , x(t),y(t), 2(t) € Clla,b]

z
b

= LK) = [ VORGP 0P d

Beispiel hierzu Schraubenlinie (vgl. Beispiel 7, S.418 )

x
K:{ Y :x:Rcost,y:Rsint,z:ct7t€[0,27r]},

27 27
L(K) = VR2sin?t + R2cos?t + ¢2 dt = VR?+ 2 dt =21/ R? + ¢?

0 0
(¢c=0 = Umfang des Kreises = 27 R).

Inhaltsberechnung von Bereichen, die von glatten Kurven berandet wer-
den.

Beispiele
1. K= {(z) crx=x(t), y=yt), te [a,b]}

mit y(t) >0, 2/(t) >0 Vt € [a, b

K
(oder z/(t) < 0 Vt € [a,b]). //-\4
M sei der Bereich zwischen der z— Achse, A
der Kurve K und den Geraden x = cund z = d c d

= c=ux(a), d=x(b) (oder umgekehrt),

;M@afmmmz/lmﬂwm

Substitution = = x(t) , lr = ' (t)dt , y(z) = y(t).
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Beispiel hierzu: Flache unter dem Zykloidenbogen

K = {(;) : x=a(t—sint) , y=a(l —cost) , t € [0,27'(']} (vgl. S.418 ),
z'(t) = a(l — cost) > 0in (0,27),
uan) = [ yta) do y

a(l —cost) - a(l — cost) dt

Il
C\w
)

27 | X
:aQ/ (1 —2cost + cos®t) dt =ma

0
:a/ (1—2(:ost—|——+—0082t)dt:a/ — dt = 3a°m

. 2 "2 . 2

—~

2m
da/ cosnt dt =0 VYn € IN).
0

. Flache zwischen zwei Winkelstrahlen und einer Kurve in Polarkoordinatendarstellung
, 9 € o, B,

K: r=r(p)
M:{(x) L w=reosp, y=rsing, a<p<B,0<r<rp)}.
Y

A
B rrp) B .2 y
e’ 0 e
1 [P B
u(M)=§/ r?(p) dip X1 .y

ist der Inhalt der Flache zwischen den zwei Winkelstrahlen ¢ = o und ¢ = 3 und der
Kurve K: r=7r(p), ¢ € o, ]

Beispiel hierzu: Spirale r=ayp , ¢ € [0,7],

1 [ a?m3
= — 2,2 d ey .
p(M) 5 /0 a“p” dp 5 %

Bemerkung :

Natirlich ist auch die Bogenlange unabhdngig von der gewahlten Parameterdarstel-
lung, denn es gilt:
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/w |dT—/w DI (2) dt

Substitution 7 = 7(t) , dr = 7/(t)dt

b
/ 13'(1)] dt

(da fir J(t) = QZ( (t )) gilt:  F'(t) =¢'(r(t))r'(t) und da 7'(t) > 0).

Bevor wir nun Kurven- und Flachenintegrale behandeln, bendtigen wir noch einige
Eigenschaften iiber Vektorfelder:

Definition 13.6 :  Vektorfeld
Vi(Z)

V:McR"— R mit V(&)= : heifit Vektorfeld, d.h.: jedem Vektor
V()

i € M wird der Bildvektor V(&) zugeordnet.

Beispiele
. Kraftfeld

e
2 3
—

S

In jedem Punkt des Raumes wirkt eine Kraft

z.B.: Elektrische- und Magnetische Felder

. Sei K eine durch (, [a, b]) dargestellte glatte Kurve in IR™
RH0N
|2/ (t)]

Tangentenvektor zugeornet).
K

.Sei f: M CIR"— IR mit feCYM)

0 0
= grad f(¥) = (8_9{1(5)”8_30{1

wird der Gradientenvektor zugeordnet).

= Tpu = ist ein Vektorfeld (jedem Punkt @g(¢) der Kurve wird der

T
(f)) ist ein Vektorfeld (jedem Vektor aus M

Definition 13.7 :  Divergenz
Sei V : M C IR" — IR" ein Vektorfeld mit V € C*(M). Dann heiBt

oV, OV vy,
! :E)+—2(a‘:’)+...+87(a:)

div V(CL‘) = 8_11;1< 8332

die Divergenz von V an der Stelle Z.

div V ist die Spur (Summe der Diagonalelemente) der Funktionalmatrix von V.
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In IR3 kénnen wir auch die Rotation eines Vektorfeldes definieren:

Definition 13.8 :  Rotation
Sei V: M C IR® — IR? ein Vektorfeld in IR? mit V € C*(M). Dann heift der Vektor

8V3 - 8V2 (9V1 _ 8V3 8‘/2 _ 8V1>T
oy 0z = 0z ox = Ox oy /(@)

rot V(&) := (

die Rotation von V an der Stelle Z.

Bemerkung : Formal konnen wir schreiben:
€; € €3

rot V() = det” 88—96 8% % K

(Entwicklung nach der 1. Zeile).

Physikalische Bedeutung von div V und rot V:
Beispiel

stromende Fliissigkeit,

Vektoren = Geschwindigkeitsvektoren, ’f;/‘_’;_:-y’

also V Vektorfeld (Geschwindigkeitsfeld).

Gilt rotV(Z) =0 = an dieser Stelle 7 ist kein Wirbel.
Gilt rotV(#) #0 = an dieser Stelle Z ist ein Wirbel.

-5

»x
Z ist das Zentrum des Wirbels, *%t}T Wirbel
rot V(&) gibt die Richtung S
—

der Achse an, um den der Wirbel rotiert.
Gilt rotV(Z) =0 VZeM = V istein wirbelfreies Feld in M.

div V(f) beschreibt die Anderung des Massenflusses pro Volumeneinheit.

Gilt divV(Z) >0 = Quellein # (MassenfluB nimmt zu).

Gilt divV(Z) <0 = Senkein # (MassenfluB nimmt ab).

Gilt divV(Z)=0 VZeM = V ist quellenfreies (und senkenfreies) Feld in M.

Fiihren wir die Differentialoperatoren

9
a) V= %ﬁ Nabla-Operator , b) A:= i + o + o
| ooy P ’ Toox2 Oy? 022

0

0z

Laplace-Operator
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ein, so gilt fir V: M CR* - IR* , Ve C' (M), f: M CR* - IR, feC3(M):

grad f =V f
divV =< V,V >
rotV=vxV

Af=div(Vf)=<V,V>f

Im folgenden Satz fassen wir einige wichtige Eigenschaften dieser Differentialopera-
toren zusammen. Hierbei seien die beteiligten Vektorfelder und skalaren Funktionen
entsprechend oft (d.h. 1- oder 2-mal) stetig differenzierbar in M.

Satz 13.9 :  FEigenschaften

Seien V,W : M C IR®* — IR® | M offen, V,W € C1(M) bzw. € C2(M).
Sei f:MCIR®*— R, feCYM)bzw. € C*>(M) , c€ R.

Dann gilt:

a) div(eV) = cdiv(V), div(V + W) =div (V) +div (W) Linearitit
b) rot(cV) = crot (V) , rot (V + W) =rot (V) +rot (W) Linearitit
c) div (fq) fdivV+ < grad f,V >

d) rot (fV)=f otV%—(gradf)x?

¢) div(rot V) =0 (Wirbelfeld ist quellenfrei)

f) rot (grad f) = 6 (Gradientenfeld ist wirbelfrei)

g) rot (rot V) = grad (d1V V) AV

=
~—

Beweis :

Durch einfaches Nachrechnen. Wenn man die Eigenschaften des Skalar- bzw. Vektor-
Produkts (vgl. S.29 , S.38 , S.41 ) benutzen will, mu man sehr sorgfiltig vorgehen,
da V ein Differentialoperator ist.

Zu a),b): Linearitét, weil die partiellen Ableitungen linear sind.
Zu c),d),e),f): Ubungsaufgabe.
Zu g) Wir benutzen den Entwicklungssatz (vgl. S.41)
ax (bx @) =<a,é>b—<ab>c,also gilt:
rot (rot V) =V x (Vx V)=V <V,V>—<V,V>V=grad (divV) — AV .
Zuh) div(V x W) =<V,V xW > (Produktregel benutzen)
=<V, VxW>—<V,WxV >
—— ——
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(Die 1. geschweifte Klammer bedeutet, daf§i V nur auf 1% angewendet wird, die 2.

bedeutet analog, da§ V nur auf W angewendet wird.)

=< VXV, W>-<VxW,V > (Eigenschaft des Spatprodukts, vgl. S.41)
—— —

=< rotV,W > —< rotVT/,V >=< W,rot‘? > —< V,rotW > .
Zui) rot (Vx W)=V x (VxW) (Produktregel benutzen)
=V x (VW) =V x (W xV)

—— ——
(Bedeutung der geschweiften Klammern wie oben)

=< W,V >V < V,V' >W— < V,V > W+ < V., W > 1% (Entwicklungssatz)
—<W,V>V-WdivV—<V,V>W+VdivW .

Beispiele
— x — —
V@) ==y = divV(Z)=3>0 = V ist Quellenfeld,
z
€1 €2 €3 0 .
rot V(&) = det” 8% 8% % "=|0]=0 VZieR® = V ist wirbelfrei.
T Yy =z 0
— y — —
V(@)= | = = divV(®) =0 VZ¥eIR® = V ist quellenfrei,
x
- €1 € €3 -1 .
rot V(@) =det” | &% & & |7=|-1]#0 = Vist Wirbelfeld.
Y z —1

—

V(@) = % mit r = /22 + y2 + 22
r
(elektrostatische Anziehungskraft eines Elektrons).
Esgilt: V=fW mit f(Z)=
Also gilt nach c)
- - 1 - 1
divV =div (fW) = 2divW+ < grad 5, W > .
r r
)

(% 3 Or 3 =z 3x
Es gilt: il 22— 2=
v 8l (9:6(1)r4 ox r4 ('rl) r5 7
analog gilt: Dy 5 und 5, — 5
1 3 .
= grad(r—?)) =57
Da divWW = 3 (vgl. Beispiel 1.), folgt insgesamt
. 3 3 .
divV(F) = 5 - 5 <#T>=0 Vie R\{0} (da <7 >=|7]®>=1?)
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=V ist quellenfrei in IR*\{0} .
Nach d) gilt:

— - ]_ - 1 g
rot V =rot (fW) = T—SrotW + (grad r_3) x W .
Da rot W(Z) = 0 in IR® (vgl. Beispiel 1.) =

- 1 > K - L L =
rot V(&) = (grad 7“_3) x W = —T—5(x x ) =0 Ve R*\{0} (dazxi=0)
=V ist wirbelfrei in IR*\{0}.

Damit ist V(&) = % ein wirbel- und quellenfreies Feld in IR®\{0}.
r
Anwendung: Die Mazwellschen Gleichungen

Die Maxwellschen Gleichungen lauten

OH

— =0 , rot H —e— —oE =0
ot

rotE—F,u

Mit divH =0 Vt>0 _gehen die Maxwellschen Gleichungen iiber in die partielle
Differentialgleichung fiir H

. 0?H oH
AH = (ep) a2 T (UM)W

(Die Differentialoperatoren div und rot werden nur auf die Ortsvariablen Z angewen-
det.)

Denn: Nach g) gilt: rot (rot H) = grad (divH) — AH = —AH (da div H = 0).

Aus der 2. Maxwellschen Gleichung folgt: rot H = v +oFE =

rot (rot H) = e% +orot E = —-AH .
. - OH
Aus der 1. Maxwellschen Gleichung folgt: rot F = —H =
. 0*H OH
AH = —_—.
() + (on)
Fiir 0 =0 (isolierendes Medium) folgt hieraus:
- 0*H
AH = (en) >

(3-dimensionale Wellengleichung, siehe spater: Kap. XV).

. . 2E E
Ist div £ = 0, so folgt analog ~AE = (e,u)é(;? + (J,u)é(;—t :
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Kurvenintegrale

Motivation: Ein Einheitskorper durchlaufe _\7(9'5(’(,))
eine Kurve K unter Einfluf} eines

Kraftfeldes V (Z), K
d.h.: in jedem Punkt J(t) der Kurve K E(t)

wirke die Kraft V(@(t)).
Dann wird eine Arbeit verrichtet,

die wir bestimmen wollen.
Ist der Weg ein Stiick Gerade und die _\7

Kraft V' konstant, so erhélt man
fiir die Arbeit: A=<V, §>,

wobei V der Kraftvektor und 5 der Wegvektor ist.

-
5

Ist K eine glatte Kurve mit der Parameterdarstellung (7, [a, b]), so ersetzen wir wieder
K durch einen Polygonzug p,,, der durch die Punkte @(to), G(t1), ..., B(tm) geht.
Dann erhalten wir fiir die Arbeit den Naherungswert

AmYy < V(@) , @ltr) = Plte-1) > .
k=1

Nach Anwendung des Mittelwertsatzes erhalten wir dhnlich wie bei der Berechnung
der Bogenlinge (vgl. S.421 )

A" <V(@t) , & (t)(th — tee1) > + Ry mit Ry, — 0 filr m — oo .
k=1

Die Summe ist eine Riemannsche Summe und konvergiert fiir m — oo gegen das
Integral

b o b n
A= [ <T@ 0> di= [ S vitaw)el) dr.

Also definieren wir dies als Kurvenintegral von 1% entlang der Kurve K:

Definition 13.10 : Sei K eine durch (, [a, b]) dargestellte glatte Kurve in IR™.
Sei V = (Vi,..., V)T ein stetiges Vektorfeld auf K. Dann heiBt

b
/ <V,dx >= / (Vidzy + Vadas + ... + Vpda,) = / < V(@) @' (t) > dt
K K a
das Kurvenintegral von 1% entlang der Kurve K.
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Ausgeschrieben lautet das Kurvenintegral

/K <V di >= /K(Vl(f)dxl Va(@)ds ...+ Vi (F)day)
b b n
— [ <Vew.ew > d= [ Y viewei a
X =1
= [ AEO)A® + VaFO)(0) + ...+ VG (0) dt

Bemerkung :

Um also das Integral / < V,d} > zu berechnen, mufl man zunichst fiir K eine

K
geeignete Parameterdarstellung (x; = @;(t) , t € [a,b] , i = 1,...,n) wéahlen, diese
Parameterdarstellung in die Koordinaten V; des Vektorfeldes V' einsetzen, dz; durch
dx; = ¢ (t)dt ersetzen und dann iiber den Parameterbereich integrieren.

Bemerkung :

Wie bei der Bogenlange hangt auch der Wert des Kurvenintegrals nicht von der
gewahlten Parameterdarstellung ab. Dies sieht man, wenn man ¢ durch eine dquiva-
lente Parameterdarstellung J ersetzt.

Der Durchlaufungssinn darf nicht verandert werden. Wird der Durchlaufungssinn
umgekehrt, so erhalt man ein umgekehrtes Vorzeichen.

Bemerkung :

Bei stiickweise glatten Kurven werden die Kurvenintegrale entlang der glatten Teilkur-
ven addiert.

Beispiele

K= {(;) r x=cost, y=sint, te [—7'('/2,7'('/2]} (Halbkreis),

Viz,y) = (—yx> , x=x(t) =cost, y=vy(t) =sint , 2'(t) = —sint, y'(t) = cost,

<V, da >:/ (Vidx + Vady)
K K
w/2 ) ) Vi
~[war-wdy= [ o) -y @) a K
K —7/2
/2
= / (sint - (—sint) — cost - (cost)) dt ] X
—7/2
7"'//2 77/2 —
:/ (—sin2t—0052t)dt:—/ dt = —7m .
—7/2 —m/2
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2.

0 0
K: Geradenstiick von (_1> nach (1) K4l

__>X

—

V(z,y) = (—yx) (wie in Beispiel 1.). -1

Die Kurve K hat den gleichen Anfangs- und Endpunkt wie die Kurve in Beispiel 1.

Parameterdarstellung fiir K: J(t) = (_01) +t<(g> - (_01)> = (Qto_ 1) , t€0,1]

oder einfacher:
r=0,y=t,te[-1,1] = de=0-dt,dy=1-dt =

1 1
/(yd:v—xdy):/ (t-O—O-l)dt:/ 0 dt = 0.
K —1 -1

Die Beispiele 1. und 2. zeigen, dafl der Wert des Kurvenintegrals (bei gleichem Vek-
torfeld) i.a. vom Integrationsweg abhdngig ist (bei gleichem Anfangs- und Endpunkt).

Bei bestimmten Vektorfeldern ist aber das Kurvenintegral wegunabhdangig. Diese Vek-
torfelder wollen wir i.f. behandeln:

Definition 13.11 :  Gradientenfeld, Potentialfeld

Sei V: M C IR™ — IR" ein Vektorfeld, M offen.
Existiert zu V eine reellwertige Funktion v : M C IR™ — IR mit u € C'(M) und

V(&) =gradu(Z) VZe M

so heiit V ein Potentialfeld (oder Gradientenfeld) in M und die Funktion u ein
Potential von V.

Beispiele
x
V@) =2=1|y
z

2
Es gilt mit u(¥) = % und r = /22 + y% + 22

gradu(Z) = V(&) Vi e IR® = V ist ein Potentialfeld in IR* mit dem Potential
2

u(a?):%.

Denn: u, =

= gradu(z,y,2) = (z,y,2)T =2 =V(Z) in IR3.



- —y x T T\
2. V(x,y):<x2+y2 , x2+y2> , M:{(y) L x> 0).

—

Fiir u(z,y) = arctan J gilt in M: gradu(z,y) = V(x,y) = V ist Potentialfeld in
T
M mit dem Potential u(z,y) = arctan Yy , denn in M gilt:
x

1 x
—:—:V y .
2t 2(7,y)

1 -y Yy 1

J;:—'__—:V7 Y = T Ty
TTEER e T e W

Da in IR? gilt: rot (gradu(Z)) =0 (vgl. Satz 13.9 f), S.427 ), gilt also fiir ein
Potentialfeld V: otV (Z) =0 (Potentialfeld ist wirbelfres).

Unter gewissen Voraussetzungen an den Definitionsbereich von 1% gilt auch die Um-
kehrung dieser Aussage. Um das zu zeigen, benotigen wir zunéchst die folgenden
Definitionen:

Definition 13.12 :  Gebiet
M C IR™ heifit Gebiet < M ist offen und zusammenhdngend.

D.h.: M besitzt keine Randpunkte und je zwei Punkte von M lassen sich in M durch
einen Polygonzug verbinden.

C e

zusammenhangend nicht zusammenhdangend

Definition 13.13 :  einfach zusammenhdngendes Gebiet

M C IR™ heifit einfach zusammenhdangendes Gebiet
& M ist Gebiet und einfach zusammenhdngend.

Hiebei heifit M einfach zusammenhdngend, wenn sich jede geschlossene Kurve in M
auf einen Punkt in M zusammenziehen 1a3t.

Beispiele

einfach zusammenhangend nicht einfach zusammenhdangend
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3. IR?\{a@} ist nicht einfach zusammenhingend.

4. M = {(x) celR? : z> 0} ist einfach zusammenhangendes Gebiet.
Y

A

/ -

P
L

o e

R*\{a} M={FeR? : x>0}

|

5. IR3\{a} ist einfach zusammenhingendes Gebiet.

6. IR3\{Gerade} ist nicht einfach zusammenhingend.

x
7. M = { y | €eR3 : 2> O} ist einfach zusammenhangendes Gebiet.
z

Fiir einfach zusammenhangende Gebiete gilt nun folgender Satz:

Satz 13.14 :

a) Sei M C IR? einfach zusammenhdingendes Gebiet und V : M — IR? ein Vektorfeld
mit V € C*(M). Dann gilt:

V ist Potentialfeld in M < % = % in M (einf. zushg. Gebiet)
m Y

b) Sei M C IR? einfach zusammenhingendes Gebiet und V : M — IR3 ein Vektorfeld
mit V € C*(M). Dann gilt:

V ist Potentialfeldin M < rotV =0in M (einf. zushg. Gebiet)

Bemerkung :
VSy ‘/22
rotV=0 < Vi, =Vs,
Vo = Viy

Ist V3 =0 und Vi, V2 unabhégig von z, so bleibt nur die Gleichung V3, = V1, tibrig.
rot V reduziert sich also in IR? auf die Gleichung V3, = V1,,.

Bemerkung : V5, =V;, bzw. rot V =0 heiBen auch Integrabilititsbedingungen.
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Beweis :  zu Satz 13.14

Wir machen einen konstruktiven Beweis fiir den Spezialfall, dafl M C IR? ein Quader
mit achsenparallelen Seiten ist.

Sei Ty = (20, Y0, 20)7 € M fest und T = (x,y,2)T € M beliebig. Wir berechnen das

Kurvenintegral von 1% entlang des folgenden Weges von Iy nach
K=K1—|—K2—|—K3 mit

t

Klz{ Yo .’.Eogtgx}
20

= dr=dt,dy=0, dz=0,

Z1

=

x
Kéz{ t :yoétéy}

20
= der=0,dy=dt, dz=0, :

x (x0. yor z0) Ky X
Kg,:{ Y :zogtgz}

t

= dr=0,dy=0, dz=dt .

Dann erhalten wir fiir das Kurvenintegral von 1% entlang K:

u(x,y,z):/ <‘7,d?c >:/(V1dm+V2dy+V3,dz)

K K

:/X%m+%@+wm+/
le Y K2 z

:/ Vi(t, yo, 20) dt—l—/ Vo(z,t, 20) dt+/ Va(z,y,t) dt .
T 20

0 Yo

(Vidx + Vaody + Vadz) + / (Vidx + Vady + Vadz)
K3

Wir zeigen nun, dafl diese Funktion u Potential von 1% ist, falls rot V=0inM gilt:
Y z
uac(xay7z) = V1(.T,y(),2'0) +/ %x(xata ZO) dt+/ V3x(xay7t) dt

Yo Z0
y z
- V1($7y07Z0)+/ %y(x>t720> dt+/ Vlz(x7y7t) dt (da ‘/2$ = ‘/ly und VB:L‘ = Vlz)
Yo Z0

- Vl('rvyOa ZO) + ‘/i(xay720) - Vl<xuy0720) + Vl(‘r?yvz) - Vl(x»ﬁ%zb)

= ug(z,y,z2) =Vi(x,y,2z) Ve M.

z

uy(a:,y,z) :%(x,y,ZO)‘{‘/ ng(x,y,t) dt:VZ(xawaO)_l—/ %z(xvyat) dt

20 20
(da ng = VQZ)
= V2($7y7 ZO) + ‘/2(1‘, Y, Z) - VQ(xa Y, ZO) = VQ(:Ea Y, Z) vz e M.
y,z) Y¥eM
(Z) in M. Also ist folgende Funktion u Potential von V in M:

uz(xayaz) - V3(1’.7
= gradu(z) =V

T Y z
U({Z},y,Z) :/ ‘/l(tay()?zO) dt+ ‘/é(x7t720) dt+/ ‘/E%(x,y7t) dt
x 20

0 Yo
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Beweis fiir allgemeines einfach zusammenhangendes Gebiet siehe Literatur.

Beispiel
= 2zy
V(x,y,2) = | 22+ 2ye*
y2€z
Also Vi(z,y,2) =2xy , Val(z,y, 2) = 2% + 2ye® |, Vs(z,y,2) = ye.
€1 €2 €3 2ye* — 2ye?
rot V(Z) = det” | 2 8% 2 = 0-0 =0 in IR3.
2ry 12+ 2ye*  ye? 2 — 2%

IR? ist einfach zusammenhingendes Gebiet = existiert fiir V ein Potential u in IR3
mit (wir wihlen o =0 € M = IR?):

u(z,y,z) = /Om Vi(t,0,0) dt+/0yV2(ac,t,0) dt—l—/oz Va(z,y,t) dt
:/xO dt+/y(x2+2t) dt—i—/zert dt = 2%y + y* + y2e® — y?
0 0 0
= wu(z,y,2) = 2%y +y** +c , c€ IR, ist allgemeines Potential von V in IR3.
2. Berechnungsmoglichkeit

Es muB gelten: w,(z,y,2) = Vi(z,y,2) =

u(z,y,2) = /V1 (x,y,2) de + h(y,2) = F(x,y,z) + h(y, 2)

(Integrationskonstante héngt von y und z ab).

Nun mufl noch die unbekannte Funktion A bestimmt werden. Es muf} gelten:
uy(z,y,2) =Va(@,y,2) = uy(z,y,2) =Fy(2,y,2) + hy(y, 2) = Va(,y,2)

= hy(y, 2) = Va(z,y,2) — Fy(2,y,2) = Gly,2) =

h(y,z) = [ G(y,z) dy+g(z) = H(y,z)+g(z) (Integrationskonstante hingt von z ab)
Nun mufl noch die unbekannte Funktion g bestimmt werden. Es mufl gelten:
ua(2,y,2) = Va(z,y,2) = wuz(r,y,2) = Fo(2,y,2) + H.(y,2) + ¢'(2) = Va(z,y, 2).
Aus dieser Gleichung 148t sich die Funktion g bestimmen.

Beispiel hierzu:

Viz,y, 2) = (2zy , 22+ 2ye* , y2e?)T.

u(z,y, z) = /Vl(m,y, z) dr+ h(y, z) = /me dr + h(y, z) = 2%y + h(y, 2),
uy(z,y,2) = 22 + hy(y, 2) = Va(z,y,2) = 22 + 2ye* =  hy(y, z) = 2ye”

= h(y,2) = /dez dy + g(z) = y*e* + g(2)

= u(w,y,2) = 2%y +y?e* + g(2),

us(@,y,2) = y°e* + g'(2) = Vs(z,y,2) =y’e* = g¢'() =0 = g(z)=c

= wu(z,y,2) = 2%y +y** +c , c€ IR, ist allgemeines Potential von V in IR3.
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3. Berechnungsmoglichkeit
Es muf gelten:

ux(x,y,z) - ‘/1(3773/5 Z) = U(.ﬁ,y,Z) - /V1($,y72) dx + hl(ya Z)a
uy(xayaz) = %(-’L’,y, Z) = U(l',y,Z) - /VQ(I',y,Z) dy+ hg(ll?,Z),

uz(xa Y, Z) = VE;(I‘, Y, Z) = U(IL‘, Y, Z) = /Vg((li', Y, Z) dz + h3($7 y)
mit den unbekannten Funktionen hq, ho, h3.

Alle Terme des Potentials u, die von z,y oder z abhéngig sind, miissen in einer der 3
Gleichungen auftreten, denn:

Annahme: Es fehlt ein von z abhangiger Term. Dieser Term steckt nicht in der
unbekannten Funktion hq(y, z), da diese von x unabhéngig ist. Also muf} dieser Term
in der 1. Gleichung auftreten. Analog Terme, die von y oder z abhéngig sind.

Beispiel hierzu:

V(x y,z) = (2zy , 22+ 2ye® | y2e*)T,
u(x,y, 2 /Qxy dx + hi(y, 2) = 2%y + hi(y, 2),
u(x,y,z / + 2ye®) dy + ho(x, 2) = 2%y + y?e® + hy(x, 2),
u(x,y, 2 /er dz + hs(z,y) = y?e® + hz(z,y)

= wu(z,y,2) = 2%y +y** +c , c € IR, ist allgemeines Potential von V in IR3.
Weitere Beispiele
x

=
y —
IR? ist einfach zusammenhingendes Gebiet = V besitzt in IR? ein Potential v mit

1
uac('ray) = Vl(x7y) =r = U(LE,y) = 512 + hl(y)a

) = Vo, =0=V, inIR?,

1
uy(z,y) =Volw,y) =y = u(z,y) = 59" + ha(2)
1 -
= u(z,y) = 5(902 +1y*) + ¢ , c€ IR, ist allgemeines Potential von V in IR?.
— -y T T
N V ) - < Y ) )
(z,9) 2+ 42 221 y?
2,2 2 2 _ 2 2 _ 2 2 2 _ 2
T4+ Yy —2x Yy - —x° =y + 2y Yy —x
‘/Qx(xay) - - Vly(xuy) - =

(:132+y2)2 (x2+y2)2 ? (w2+y2)2 - (x2+y2)2
= Vou(z,y) = Viy(z,y)  V()) € R*\{0},

IR?\{0} ist nicht einfach zusammenhéingend.
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Aber z.B. M = {(x) eR® : z> O} ist einfach zusammenhangendes Gebiet mit
Y
Vou(z,y) = Viy(z,y) V(z) € M. Also besitzt V in M ein Potential u:

-y —Y
ug(x,y) = e = u(z,y) = / e dx + hi(y)
. 1
= —y - —arctan Ty hi(y) = arctan L hi(y) (da arctanz + arctan — = konst),
Yy Yy x x
x

X
uy(z,y) = 212 = U(%?J)Z/m dy + ha ()

1
= wu(z,y) =z - — arctan Yy ha(z) = arctan Yy ha(x)
x x x

= wu(z,y) = arctan g +c , c € IR, ist allgemeines Potential von Vin M.
x

In IR?\{0} existiert kein Potential.

. V(f):% NG e

rot V(Z) =0 in IR3\{0} (vgl. Beispiel 3., $.428/429 ),

IR*\{0} ist einfach zusammenhiingendes Gebiet mit rot V(Z) = 0 = V besitzt in
IR*\{0} ein Potential u:

um(xayvz):r% = Ul’y, /—dl"i‘hl Y,z ):__+h1(y7 )
o) 1 or 1

d r = —_—— — = — — g

(da ox r2 Oz 2 r 7“3)

Analog erhalten wir

1
uy(l‘,y, Z) = % = U(I‘,y, Z) :/% dy—l—hQ(IE,Z) = _; + hg(l',Z),
z z 1
uz(xayaz):_g, = u('rayaz):/r_ig dZ—l—hg(I,y):—;—i-hg(.T,y)

1 - "
= wu(z,y,2) = ——+c , c€ IR, ist allgemeines Potential von V in IR3\{0}.
r

Fiihrt man eine Translation um (—@) € IR? durch, so erhilt man analog (da die
Ableitungen von @ gleich 0 sind):

V(Z) = = , v = | —d|, ist Potentialfeld in R3\{@} mit dem
R 7~ al \(@)
1
allgemeinen Potential w(¥) = “F=a +c ,celR
Tr—d

Nun gilt fiir Potentialfelder in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet die wichtige
Eigenschaft, dafl das Kurvenintegral von V' lédngs einer Kurve K(P;, P») von P; nach

P, wegunabhdngig ist mit / < V,dz >=u(P,) —u(P;) (Potentialdifferenz),
K(P1,Ps)
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wenn v ein Potential von V in M , also gradu = V in M ist. Dies wird im néchsten
Satz gezeigt:

Satz 13.15 :  Wegunabhdangigkeit

Sei M cC R, M einfach zusammenhdngendes Gebiet und V : M — IR" ein Vektorfeld
mit V € C'(M). Dann gilt:

V st Potentialfeld in M < Das Kurvenintegral von V st wegunabhdangig in M

In diesem Fall gilt, falls u Potential von V:

/ < V,d} >= U(PQ) — U(Pl)
K(P1,P>)

Ist K eine geschlossene Kurve, so gilt: / < 17, dx >= 0.
K

Hierbei verstehen wir unter ” wegunabhangig”,
dafl das Kurvenintegral entlang aller Kurven
gleich ist, die zwei gegebene Punkte P, P, € M
in M verbinden.

Beweis :
"=7: gradu=V in M, K(P;,P,) werde durch (, [a,b]) dargestellt =
b

RN b —
/ <V, di >:/ < T(E(1), &' () > dt:/ < gradu(@(t)), 3'(t) > dt
K(Pé,gg) a a
= [ S0 de = u(@0) - u(@a)) = u(Ps) -~ u(Py).

(Kegtenregel)

? &< 7: siehe Literatur.

Bemerkung

Da man im Falle eines Potentialfeldes (in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet)
mit Hilfe des Potentials das Kurvenintegral berechnen kann, heiflen die Bedingungen
Vo, = Vi, (in R?) bzw. rotV =0 (in IR®) Integrabiltitsbedingungen.

Beispiele
— xr —
V(z,x,z)= |y = 1otV =0 in IR3
z

1
= existiert Potential u(x,y,z) = 5(1‘ + 9y +2%) +c in R3.



1

a) Sei K eine Kurve von nach [ 1 |, so gilt
2

K

b) Sei K geschlossene Kurve in IR® = / (Vidx + Vady + Vadz) = 0.
K

— _y € T . 2 g
V() = ( ) = Vo=V, inR\(0} (val S437).

x2+y2’$2+y2
a) SeiK:{<m> € IR?> : z=Rcost, y= Rsint , OStSQW}
Yy

(Kreis um 0 mit Radius R, positiv orientiert)

27 .
_Rsint /
= /(vldx+1/2dy):/ (ﬂ-(—RsintHRCOS -(Rcost)> dt
K 0

RZ R2
21
= / dt =27 # 0.
0

K ist geschlossen, aber

V besitzt im Innern

von K eine Singularitdt.

K liegt nicht in einem

einfach zusammenhéngenden Gebiet,

in dem die Integrabilitatsbedingung erfiillt ist.

b) SeiK:{(x) €ER? : x=1+cost, y=2+sint, ogtg%}
y

(Kreis um (%) mit Radius 1, positiv orientiert).

K ist geschlossen und liegt in
einem einfach zusammenhangenden
Gebiet M ¢ IR?\{0}.

Die Singularitdt von 1%

liegt im Auferen von K.

= /(Vldx—i—VQdy):O-
K

Y

1

Fiir Kurvenintegrale lings geschlossener Kurven in IR?, die im Innern eine Singularitét
von V besitzen, gilt folgender Satz:
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Satz 13.16 : Sei M C IR?, M einfach zusammenhingendes Gebiet, @ € M,

V : M\{@} — IR? ein Vektorfeld mit V € C*(M\{a@}). Fiir V gelte in M\{a@} die
Integrabilititsbedingung Vo, = Vi,. Seien K1 und K3 zwei geschlossene stiickweise
glatte, positiv orientierte Jordan-Kurven in M\{a} mit @ im Inneren von K; und Ks,
dann gilt:

/<X7,d}>:/ V>
Kl KZ

Beweis :

Wir verbinden die Kurven K; und Ky durch eine Kurve D (schneiden also die Menge
M an dieser Kurve auf) und integrieren dann iiber die geschlossene Kurve K mit

K = Ky + D — Ky — D. Diese geschlossene Kurve K liegt samt ihrem Inneren ganz
in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet G C M\{d} (die Singularitét @ liegt
im AuBeren von K ). Da die Kurvenintegrale lings D und —D sich wegheben und
das Kurvenintegral langs — K5 nur ein anderes Vorzeichen hat als das Kurvenintegral
lings Ko, folgt

:/ <X7,d3:>+/ <v,d;>_/ <v,dz;>_/ <V >
K1 D D Ko
:/ <v,dzc>_/ <V di >
K1 KQ
= <X7,d}>=/ < V.,dx>.
K>
Hierbei heifit ”positiv orientiert”:

Definition 13.17 : Eine geschlossene Jordan-Kurve heif3t positiv orientiert, wenn das
Innere der Kurve zur Linken liegt.
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O O

positiv orientiert negativ orientiert

Beispiel
Vi) = (2 * ) = V=W, in B[} (vel S.440)

x,y) = = in vgl. S. .

'Y 1172+y2 ) x2+y2 2z 1y g
/ (Vidx + Vady) = 27 fiir alle geschlossenen, .
K
stiickweise glatten, positiv orientierten K
Jordan-Kurven, die den Nullpunkt enthalten.
Denn: / (Vidx + Vady) = 2w (vgl. S.440 ). E ;
Kr(0)

Bemerkung

Ein analoger Satz gilt in IR, falls fiir V in M\{Gerade} gilt: rotV =0 (M einfach
zusammenhingendes Gebiet in IR3).

Dann ist der Wert des Kurvenintegrals

fiir jede geschlossene, stiickweise glatte,
gleich-orientierte Jordan-Kurve, die einmal
um diese Gerade verlauft, gleich.

/<X7,d3:>=/ “V.dr>.
Kl K2

Definition 13.18 :  solenoidal

Ein Vektorfeld V : M C IR? — IR3 heiBt solenoidal in M , wenn ein Vektorfeld W in
M existiert mit

V(&) =10t W(Z) VieM

W heiBt dann Vektorpotential von V in M.

Satz 13.19 : Sei M C IR? sternformig (d.h. es existiert ein Punkt #y € M, der sich
in M mit allen anderen Punkten & € M geradlinig verbinden 14a3t).

Sei V : M — IR® ein Vektorfeld mit V € C*(M). Dann gilt:

V ist solenoidalin M < divV =0 in M
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Beweis :
"= V=rotW in M = divV =div(rot W) =0 in M (vgl. $.427 ).

7 «<7: siehe Literatur.
Bemerkung : solenoidal = quellenfre:

Konstruktion eines Vektorpotentials
W3y —Wa, =V
rotW =V <« Wi, —Ws, =V,
Wap = Wiy =Vs
Man kann eine Koordinate von W gleich 0 setzen, z.B.: setze W3=0 =

le:V27W2z:_‘/l7W2x_le:‘/3 =
WIZ/‘/Q dz+h1(x7y) ) WQZ_/VI d2+h2(x7y)

Man kann hq(z,y) oder ho(z,y) gleich 0 setzen, z.B.: setze ho(z,y) =0.
Aus der letzten Gleichung Ws, — Wy, = V3 erhélt man dann hy(z,y).

Beispiel

— =z —

Viz,y,z)= | = = divV =0 in R3.
Yy

IR? ist sternformig = existiert Vektorpotential in IR3.
Setze W3 =0 =
Wi(z,y, z) = /Vg(x,y, z) dz + hyi(x,y) = /x dz + hi(z,y) = xz + hi(z,y),

2
Walz,y, 2) = —/v1<x,y,z> dz + ha(z,y) = — / dz + ho(,y) = — + ha(z, ).

2
52
Setze ho(z,y) =0 = Wsy(z,y,2) = -5
2
Waoe =Wiy=Vs = —hy=y = hzy)= —/y dy + g(z) = —% +9(2).
Y2
Setze g(z)=0 = Wi(z,y,2) =2z — 5
. y2 22 T .
= W(x,y,z2) = (:L’z —5 T O) ist Vektorpotential von V in IR, d.h. es
gilt:  rot W=V in IR3.
Da rot (gradu) =0 fiir u € C2(IR3) (vgl. S.427 ) =
. y2 22 T
= W(z,y,z) = (mz —5 o T O) +gradu , u € C*(IR?), ist allgemeines

Vektorpotential von V in IR3.
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Man konnte in diesem Beispiel auch anders vorgehen, um ein Vektorpotential von 1%

zu bestimmen:

22

Wiy —Wo,=Vi=2 = Wy= -5 falls W3 unabhéangig von vy,
2
Wi, W3, =Vo=2 = W;= —% , falls W7 unabhéangig von z,
2
Woy — Wiy =Vo=y = W= —% , falls W, unabhiingig von .
Die obigen Bedingungen sind alle erfiillt, also gilt:
2
. 1 (Y .
W(x,y,z) = ~3 22 ist Vektorpotential von V in IR?
2
y?
. 1
= W(z,y,2) = ~3 22 | 4+ gradu , u € C*(IR?), ist allgemeines Vektorpotential
2
x

von V in IR3.

Flichen in IR® , Flichenintegrale

Definition 13.20 :  Fliche in IR3

1 (

Sei g: D C IR* —» IR?> mit F(u,v) = | ¢2(u,v) | , so heifit die Punktmenge
s (

F= {feJRB L 7= Fuv) (:j) eD}

xr
u
— { Y S RS : x=¢1(uav) y Y = @Q(U,’U) ’ Z:gos(ujv) ’ (U) © D}

z

eine Fliche in IR3. ($, D) heifit Parameterdarstellung von F und D heifit Parame-
terbereich.

Definition 13.21 :  glatte Fldche

Sei ¢: D C IR? — IR® und F:{E'EIR?’ s Z = J(u,v) , <u>ED}eine
v

Fliche in R®. Ist g € C'(D) und gilt G, x G, #0 in D (d.h. g, und @, sind
linear unabhéngig in D), so heifit F' eine glatte Flache.

Im folgenden betrachten wir nur noch glatte Flachen, wir lassen also i.f. den Zusatz
7glatt” oft weg.
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Beispiele

|

Gz, y) =

i

z

T

y
Y(z,y

) ()

ist Parameterdarstellung von F' mit

—

Px =

1

0 795?;

Yz

0
=11
by

Z

y | e R® . z=1(x,y), (5) ED} mit ¢ € CY(D) =

z=(X, y)
/

_I:b:r

‘ﬁzxﬁy: _'(py 7&67
1

Be X Byl = /1407 + 0,

Beispiel hierzu

T
F:{ Y
z

(Paraboloidflache)

AZ
cIR® : z:x2+y2,x2+y2§1}

= gz, y) = y , 2yt <1,

’ ﬁzxﬁy:
2x
B X Byl = VA2 +y2) + 1.

Kugelfidche

T
F:{ Y
z

Parameterdarstellung in Kugelkoordinaten:
R cospcosy
Rsinpcosy |

Rsiny

0<p<2r, —= <%
—Rsin p cos z/))

: x2+y2—|—z2:R2}

G, 1) =

7

2

Zwoly

—R cos psiny
= | —Rsinpsiny |,
Rcos

Pp = Rcoscpcosw
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R? cos ¢ cos? 1) x - -
Ppo X Gy = | R*sinpcos?yp | = Rcosyp | y | #0 fir —§<1/)<§,
R? sin 1) cos 1) z

|Gy X By| = R2 cos

Zylindermantel

z
F:{ y | € R : :L'Q—I—yz:RQ,aSsz}

y
z
Parameterdarstellung in Zylinderkoordinaten:
Rcosp R X
Plp,z)=| Rsinp | ,0<p<21,a<z<b,
z
—Rsinp 0 Rcos e
b, = Rcosyp , =10, Gox@g,=| Rsinp | #0,
0 1 0
|9590 X SBz’ =R

Flachenkurven, Tangentialebenen, Normalenvektoren

Satz 13.22 : Sei F eine durch (&, D) dargestellte glatte Fliche in IR3.
Sei K eine durch (¢, [a,b]) dargestellte glatte Kurve in D.

Dann stellt (3(4(t)), [a,b]) eine glatte Kurve K in IR® dar, dic ganz auf der Fliche F
verlauft.

) 1 | X
Beweis :
©1 . 1/11 Pl Py
Sei ¢ = | ¢2 7¢:(¢)790u: “2u | 5 Po=1 P20 | >
©3 2 P34 P34



Da K glatt = (41(t),¥5(t)) # (0,0).
Da g, x g, #0 = @, , Py sind linear unabhangig in D

d - -
= E(@’(w(t)) #0 = K ist glatte Kurve, die ganz in F' verlduft.

Der Tangentenvektor im Punkte @(ug,vp) an die Kurve K, die ganz in F' verlauft, ist
also Linearkombination der beiden Vektoren &, (ug,vo) und &, (ug,vo). Diese beiden
Vektoren spannen also die Tangentialebene im Punkte @(ug,vg) an die durch (g, D)
dargestellte Flache F' auf. Deshalb definieren wir:

Definition 13.23 :  Tangentialebene

Sei F eine durch (3, D) dargestellte glatte Fliche in IR?. Sei @(ug,vg) ein Punkt von
F. Die Ebene, die durch die Vektoren

Gu(uo,v9) und G, (ug, vp)

aufgespannt wird, heifit Tangentialebene im Punkte @(ug,vg) an die Flache F'.
Die Gleichung der Tangentialebene lautet:

E‘E(UO,’UO) = {f clR : i= SB(UCHUO) + )\(,5“(%0,1)0) + M@v(uﬂvvo) s )‘mu € R }

Z A
Der Vektor @y (uo,vo) X @y (uo, vo) t;;v T
steht senkrecht auf g, (ug,vg) und
B (ug, vg), also senkrecht auf der - 7Y
Tangentialebene Ez(y, v,)- ¥u
Er wird (nach Normierung) = F
Normalenvektor genannt. e > %

Definition 13.24 :  Normalenvektor
Sei F eine durch (3, D) dargestellte glatte Fliche in IR3. Der Vektor

(Uowo) X cﬁv(uo,vo)
(Uowo) X ()Bv(uOva”

ﬁ(uo, ’Uo) =

Pu
Pu

heifit Normalenvektor von F an der Stelle G(ug, vo).

Die Gleichung der Normalen an der Stelle J(ug,vo) lautet

r= (,B(U(),U(ﬁ + )\ﬁ(UO,Uo) s A€ R

Die Gleichung der Tangentialebene an der Stelle J(ug,vg) lautet in Hessescher Nor-
malform

< f, ﬁ(uO,Uo) >=< gﬁ(uo, ’UQ), ﬁ(uO,Uo) >
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Beispiele (vgl. Beispiele 5.445/446 )

T >
.F:{ Y E]R3:z:¢(x,y),<§)€D} AZ nn

z

—1/11- e
Ge X Py = | =%y |, .
1

1B x @y = 1+ 0.7 +1,°

1 —%
_wy )
\/ 144 +1,° \ 1

7i(xo,yo) weist nach oben, da die z—Koordinate > 0 ist.

ﬁ(%, yo) =

(z0,%0)

Beispiel hierzu

T

F:{ y | e R® @ z=2%4+14%, x2—|—y2§1}
z

(Paraboloidmantelfldche)

—21‘0
(w0, yo) = ! —2Yo
VARG +yd) +1 1\
Tangentialebene:
T —2x0 To —2x0
< vyl | 2w > = < Yo s | 20 >
2 1 x3 + yd 1

= —2x0x — 2Yoy + 2z = —ng —2y(2)+a:g+y§
= 2xox +2yoy — 2 =33 + Y5 .

Kugelfidche

x
Fz{ Y :x2+y2+22:R2}

z
x x R cospcosy
By X Gy = Rcosyp | y mit | y | = | Rsinpcosy |,
z z Rsiny
1 ("0
|Gy X By| = R?costp = (o, Yo, 20) = R Yo | >
20

Tangentialebene in (x¢,yo, 20)7 mit 22 + y2 + 22 = R*:
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X X0 Zo Zo

< ) ) Yo > - < Yo P Yo >
z 20 20 20

= x0x+y0y—|—zoz:R2 ,

z.B.: To=19yo =0, zo=R = z=R.

3. Zylindermantel

x
F:{ y | € R : x2+y2:R2,a§z§b}

z
Rcos x ED

(15%0 X SBZ = RSngO = Y ) ‘9580 X 552’ =R = ﬁ(xoay()sz) - 5 Yo )
0 0 B\ o

Tangentialebene: zz + yoy = 23 + y3 = R%.

4. Ist die Fliche F in IR? durch die Gleichung

x
F:{ Yy EZR?’:F(x,y,z):O}
z

gegeben (also als Nullstellenmenge der Funktion F'), so gilt:
grad F(z,y,z)L auf der Tangentialebene im Punkt (z,y, 2)T mit F(z,y,2) = 0, also

grad F'(z,y, z) zeigt in Richtung der Normalen

Denn: Sei (g, D) eine Parameterdarstellung von F', so gilt

F(Qpl(uav)JQPQ(ua U),SD3(U/7U)) =0 v(Z) €D
oF
= v Fp-p1,+Fy -2, +F, 93, =<grad F, g, >= 0.

U
Analog gilt: < grad F, g, >=0 = grad F1Lg,,F,
= grad F'L Tangentialebene.

Beispiele hierzu (vgl. Beispiele 5.448/449 )

a) Paraboloidmantel: F(x,y,2)=2z—12?>—-y?*=0,

—2x 1 —2x
gradF(x,y,z) = —2y = ﬁ(xhyaz) = _2y
1 VAR +y2)+1 1\ 4
b) Kugeloberfliche: F(z,y,2z) =22+ y?*+22—-R*=0,
2z x 1 (*
grad F(z,y,2) = |2y | =2y | = 7(v,y2)= =Y
2z z z
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c¢) Zylindermantel: F(x,y,2)=2?+y?> - R*=0,

2x x 1 x
grad F(z,y,2) =2y | =2y | = n(zy2)==51|vy
0 0 R\

Inhalt von Flachen

Wollen wir den Inhalt einer in IR>

durch die Parameterdarstellung (&, D)
gegebenen glatte Flache F' bestimmen, so
ist es sinnvoll, folgendermaflen vorzugehen:

Bestimmt man an der Stelle G(u, v)

den Flacheninhalt des von den Vektoren
Jy und J, gebildeten Stiickes der
Tangentialebene, so erhélt man: |Z,(u,v) X @, (u,v)|.

Addiert man iiber endlich viele solcher Stiicke von Tangentialebenen und geht dann

zum Grenzwert liber, so erhélt man: / | B (u, v) X Gy(u,v)| d(u,v).
D
Also definieren wir:

Definition 13.25 :  Flacheninhalt

Sei F' eine durch (g, D) dargestellte glatte Fliche in IR>.
Dann heifit der Wert des Integrals

[ o= [ 16w % G wo)] dao)

der Flacheninhalt der Flache F'.

do = |Fy X By d(u,v)

heif3t das Fldchenelement.

Bemerkung : Tangetialebene, Normalenvektor und Flacheninhalt sind unabhéangig
von der gewahlten Parameterdarstellung.

Beispiele (vgl. Beispiele 5.445/446 )

xr 7 ZZQ,[J(X, Y)
1.F:{ Yy EZR?’:z:@ZJ(x,y),(x)ED}
z y y

.
i

do = \J1+0.% +,” d(z.y) .
(Flachenelement)

= / do = / \/ 1+41,° + 1, d(x,y) (Flicheninhalt).
F D
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Beispiel hierzu

x
F = { y | eR® : z=a2%+9%, 22 4+4% < 1} (Paraboloidmantelfléiche)

z
/ do—/ Va2 +y2) + 1 d(z,y) = / r\/47“2 1 dp dr
w2+y2<1 0
1

2 - = (41 + 1)3/2}0 - 6(53/2 1) = %(ﬁg — 7).

Kugelfidche

x
F:{ Y :x2+y2+z2:R2}
z

do = R* cos d(p, 1))

(Flachenelement)

27 /2
/ do = / / R?cos dip dp = 21 R? - 2sin 14 . = 4rR?*  (Kugeloberfliche).
F —7/2
Zylindermantel

T
F:{ y | € R : x2+y2:R2,a§z§b}

2 y
do =R d(p,z X
(#.2) (Flachenelement) R
2
/ do = / / R dzdp =27R(b—a) (Zylindermantel).
F 0 a
Mandtelfldche eines Rotationskorpers z
A
v b Z
F:{ Yy €R3:a§z§b,x2+y2:g2(z)} &(z)
Parameterdarstellung: 2
g(z)cos g > x
G(p,2) = | g(z)sing |,
z
0<p<2r,a<z<b,
—g(2) singp g'(z)cos g(z) cos ¢
Po=| 9(z)cosp | , g.=| g(2)sing | , G, xF.=| g(z)sinp |,
0 1 —9(2)9'(2)
(B X Gal = V62 (2) + g2(2)9"2(2) = g(2)V/1 + g™2(2) (falls g(2) > 0) =
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do = glz)V1+9°) dly.2) (Flachenelement)
2w b
/ da:/ / 9g2)V1+g%(2) dzdp =
F 0 a

/ dazzw/:g@m 0

ist der Inhalt der Mantelfliche eines Rotationskorpers (Rotation um die z—Achse).

Beispiel hierzu
Paraboloidmantel: z =22 +9? , 22 +¢y? <1
= 0<z<1, g(2) =z,

YV = VE 1+ (52

/ 1 1 —
z

11 1
/da:27r/ 5\/4z+1dz:w-g(zl,erl)i"’/ﬂ =%(\/§3—1).
F 0

1
0

)2

Ist die rotierende Kurve in Parameterform gegeben:
r=ua(t), z=2(), a<t<p,

mit x(t) >0 Vt € [a, ], J
so gilt fiir den Inhalt der Mantelflache b K
des Rotationskorpers

Z Yy
/ do =2 //8 x(t)\/x2(t) + 2"2(t) dt -
. ’ 2 — ﬁm w/(t) 2
Denn: /a 9(z)V/1+g”(2) dz-/a (t)“l#—(zl(t)) (t) dt

Substitution z = z(t) , dz = 2/(t)dt , z(t) = g(z(t)) , 2'(t) = ¢'(2(t))Z'(t)
(falls 2/(t) > 0). (Ist 2/(t) <0 = analog, sonst Integral fiir den Beweis aufspalten).

Beispiel hierzu Rotationsellipsoid

z2(t) =acost , z(t) =bsint , 0 <t <7,

T
/ dcr:27r/ bsint\/bzcoszt+a2sin2t dt
F 0

= 27rb/ sinty/a2 — (a2 — b2) cos2t dt
0
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T 1
= 27rab/ sinty/1 — €2 cos?t dt mit e = —y/a? — b? (numerische Exzentrizitét)
a

0
1 €

=2mab - — / V1—u?du (Substitution u= —ecost, du = esint dt)
€ —€

2mab € 2mab
= (uv/1 —u? + arcsin U)} = (ev/1 — €2 + arcsine).
€ 0 €

Flachenintegrale, Fluf3 durch eine Fliche

Ist nun zusatzlich auf der Flache F' eine stetige Funktion f : ' — IR definiert, so
erhalten wir das Flachenintegral: / f(@) do .
F

Definition 13.26 :  Flachenintegral

Sei F' eine durch (g, D) dargestellte glatte Flache und f : F' — IR eine auf F' stetige
Funktion. Dann heif3t

/F £(Z) do = /D F (@, 0)) [t 0) % Golas, )] d(u, )

das Fldchenintegral von f iiber F'.

Bemerkung : Um das Flachenintegral von f {iber F' zu berechnen, mufl man fiir
die Fliche F' eine Parameterdarstellung (g, D) angeben, das Fléchenelement

do = |Gy (u,v) X @y (u,v)| d(u,v) berechnen, die Parameterdarstellung in die Funktion
f einsetzten und dann iiber den Parameterbereich D integrieren.

Beispiel

Sei F' der Paraboloidmantel: z =% +%4%, 22 +3y?> <1 und f(x,y,2) = 2% + >
Parameterdarstellung fiir F"
x

plr,y) = y ,D={(x) :x2+y2§1},
22 4 o2 Yy
Flichenelement: do = \/4(22 +y2) + 1 d(z,y) (vgl. S.451) =

/ ('Z‘Q * y2) do = / (l‘Q + 92)\/4($2 -+ y2) + 1 d(.’ﬂ,y)

F D
27 1

N / / T2\/m - dr dp  (Substitution s = /472 4 1)
0 0

V5
1 (25v/5 + 1)7
=9 —s%(s2 1 ==Y
7r/1 6° (s ) ds 50

Ein fiir_’die Anwendung besonders wichtiges Flachenintegral ist der Fluf} eines Vektor-
feldes V' durch eine Fliache F' in Richtung des Normalenvektors 7i:

453



Definition 13.27 :  Fluf$ von V durch F

Sei F eine glatte Fliche in IR® und V :F — IR® ein auf F stetiges Vektorfeld.
Dann heif3t

/<x7(f),ﬁ(:z)> do
F

der Fluf$ von V durch die Fliche F in Richtung des Normalenvektors 7i.

Ist (F, D) eine Parameterdarstellung von F', so gilt:
3 &
do = |G % Gol d(u,v) und 71—+ 20X Pe

(G X ol , also erhalten wir
Pu X Pou

/<17,ﬁ> da:i/ <V, Bux@y> d(u,v)
F D

Das Vorzeichen richtet sich nach der vorgegebenen Richtung des Normalenvektors 7.

Beispiele
. Sei F Paraboloidmantelfliche: z =22 +y?, 22+ 32 <1, 7
— x ==
V(z,y,z) = | vy | , 7 mit negativer z—Koordinate. n
o y
x —2x
Mit G(z,y) = Y = G X Gy=[ —2y (vgl. S.445)
x? 4 92 1

Pz X Py hat positive z—Koordinate = —(g, x §,) benutzen,

T 2x

/<X7,ﬁ> dO':/ < Yy, 2y > d(l‘,y)
F 2 +y2<1 -1 z=z24y?

z

—/ (20% + 20 — —y>d<x,y>:/ (@ + 1) d(z,y)
2+y2<1 $2+y2§1

27
/ /r dr dp =21 - —

. Sei F' die Kugeloberfliche: 22 + 1% + 22 = R? |
x

V(a:, y,z)= | y | , 1 die duBlere Normale.
z

454



R cospcosy

Parameterdarstellung: J(¢,9) = | Rsinpcosy | , 0< ¢ <27, —g <y < g
Rsin
x
Es gilt: @, x gy = Rcosy | y (nach Auflen gerichtet) , (vgl. S.446 )
z

= <17,g3¢><<,5¢ >= Rcos® (2% + y? + 2%) = R3 cos )

. 2T /2 /2
= /<V,ﬁ> daz/ / R3cosp dip dp = 2nR> - 2sine) = 4T R3.
F 0 —7/2 0

Zusammenfassung der bisher behandelten Integrale

. Bereichs- bzw. Volumenintegral in IR?> bzw. IR?

R%: / fdV mit dV =d(z,y) in (z,y) Koordinaten,
" 9(z,y)
J(u,v)
IR3: /Mf dV mit dV =d(z,y,z) in (z,y,z) Koordinaten,

O(z,y, 2)
O(u, v, w)

dV = | det(

)| d(u,v) in anderen Koordinaten wu,v .

dV = | det( )| d(u,v,w) in anderen Koordinaten u, v, w .

dV heilit Volumenelement.

. Linge einer Kurve mit Parameterdarstellung (¢, [a, b))

b
L(K) :/ ds :/ |3’ (t)| dt mit dem Ldingenelement ds = |@’(t)| dt .
K a
. Kurvenintegral: K habe die Parameterdarstellung (¢, [a, b))
)

R BT
<V,dx>:/<V,g5t>dt:/ <V,=
/K . Q L Vg

> |@'()] dt

= <‘7,f> ds mit dem
K
Tangentenvektor 7' und dem

Léngenelement ds = |3'(t)| dt.

. Flichenintegral: ~ F habe die Parameterdarstellung (g, D)

/Ff do = /D [ |Pu X Gy| d(u,v) mit dem Fldchenelement do = |gy, X @] d(u,v).
Fiir den Fluf$ durch die Flache F' gilt

/F<‘7',ﬁ> da:i/D <V, Bux @Gy> dlu,v).
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Integralsatze von Green, Stokes und Gaufl

Wir kommen nun zu den fiir die Anwendung sehr wichtigen Integralsiatzen, bei denen
Beziehungen hergestellt werden zwischen

a) Bereichsintegral in IR? und zugehorigem Randkurvenintegral — (Satz von Green),
b) Flichenintegral in IR® und zugehérigem Randkurvenintegral —(Satz von Stokes),
c) Volumenintegral in IR? und zugehorigem Oberflichenintegral — (Satz von Gaup).

Satz 13.28 :  Satz von Green
LV .
Sei V = (Vl) : G C IR? — IR? ein Vektorfeld mit V € C*(G) , G offen.
2
Sei M C G Normalbereich (vgl. S.394 ). Dann gilt

0 oV
/BM(Vl de + Vo dy) = /M< o 2y ) d(z,y)

Hierbei wird die Randkurve OM von M
so durchlaufen, dafl das Innere von M
links liegt, also positiv orientiert.

OM

Beweis :

OM kann aufgeteilt werden in
K, Kurve entlang ¢q(z) von a — b ,
K5 Kurve entlang ¢o(x) von b — a .

Parameterdarstellung von

T H

Ki: @)= La<z<b, a
R = () ase ;
T H

Ky p = ) S Sb H E
2 A=) = i i
a b

Fiir das Vektorfeld V; = Cgl) folgt dann:

8V b pp2(x) oV, b
vyl / / . _y dy dx = / (Vl(l', (pg(l’)) - Vl(l', Sol(x))) dx
p1(z a

:_/ - (z, (x))dm—/ (,gpg(x))da::—/Klvldx—/KQde
:—/anldm.

- 0
Analog erhélt man fiir das Vektorfeld Vo = (V)
2

/ ovs d(z,y) = Vo dy.  Zusammen folgt hieraus die Behauptung.
M O oM
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Bemerkung : Der Integralsatz von Green
gilt auch noch, wenn M aus endlich

vielen Normalbereichen besteht.

Einen solchen Bereich nennt man
Greenschen Bereich.

Da man den Rand von M immer so \;’/'l

durchlaufen muf}, daff das Innere
von M links liegt, werden die
“inneren Rander” 2-mal durchlaufen,
und zwar einmal in umgekehrter Richtung, so daf sich ihre Integrale wegheben.

|

Bemerkung : Ist die Integrabilitatsbedingung Va, = Vi1, in M erfillt, so folgt aus
dem Greenschen Satz: / (Vi dz+ Va dy) = 0.
oM

Ist M einfach zusammenhangend =
OM ist geschlossene Kurve =

das Integral iiber die geschlossene
Kurve OM ist =0  (vgl. S.439 ).

Hat M ein "Loch” =

OM besteht aus zwei geschlossenen
Kurven K7 und K. Hierbei ist K3

positiv orientiert und K, negativ orientiert
und es gilt:

<V,dx >:/ <V,dx> (vgl. S.441).

/ Vide+Vody) =0 =
Ki+K> —K>

Ky

Beispiele

.M = {(.r) cR?* : 22 +2 < 1} (Kreisfliche) , (M ist Greenscher Bereich),
Y

V( ) = :Uy3 Gesucht / (V1 dx + V3 dy)
i . Suc. . X .
Da ‘ 2z [1y — ny2 - 6£Uy2 = 0 in M =

/ (2zy® dx + 32%y* dy) = / (Vo — Vi) d(z,y) = 0.
oM M

. K: z=cost, y=sint, 0<t<2m
(positiv orientierte Kreislinie), K
. 2t — B \_I/

Viz,y) = ( 4) . Gesucht: /K(Vl dx + Vs dy) .

3 —y
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ac) e R? : x2+y2§1} und
Y

Vaou — Vi, = 32% +3y° = 3(2* +¢*) =

27 1
1 3
/(Vlda:—i—Vzdy):/ 3(x2+y2)d(ac,y):3/ /rBdrng:GW._:_ﬁ_
K M 0 0 4 2

DaK:@MmitM:{(

. Sei K einfach geschlossene, positiv orientierte, glatte Kurve.
M sei der von der Kurve eingeschlossene Bereich.

K

Gesucht:  u(M) Inhalt von M. @

. — 1 /-y
Wahl = -

ahle V(x,y) 2(33) =
ng—vly::l inM =

u(M) = /M ) = [ (Ve =Viy) d(a.9) = / (Vi da + Va dy)

K
1 1
= [ (—Zydetzzdy) =
/K(zyx—l—zxy)

u) = =5 |y do—a ay)

Beispiel hierzu

T = cos’ g,

K: y=sin’p,
0<p<2r.

2m
(sin® (=3 cos? @ sin @) — cos® p(3sin? p cos p)) dp

=
=
Il
|
DN | =

0

o
3

(sin® ¢ cos? o + cos® psin? @) dyp

. ) 3 [ 1 11
sin® p cos” ¢ dp = 3 (= — —cos2g0)(§ + §C08290) dp
0

R
)
—_

N DN|W DN W
—~

hﬁc\

1, 3 /1 1.1 3
— — —cos?2p) dp = = —— (= + = cosdy)) dp == -
1 1605 2p) dy 2/0 (7= 25+ gcosdp)) dp =3

cosng dp =0 Vn e IN).

(oW
o
O\l\.’)

3

Fiir den IR? gilt ein entsprechender Satz:
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Satz 13.29 :  Satz von Stokes
— ‘/i —
SeiV=|[V|:GCR}—= IR}, VeCYQG), G offen.
Vs
Sei F eine durch (@, D) dargestellte glatte Fliche in G mit ¢ € C%(D) und
D ein Greenscher Bereich. Dann gilt

/ (Vi de+Vy dy+ Vs dz):/ <rotV,it> do
OF F

Hierbei ist 77 auf F' so gerichtet, dafl beim Durchlaufen von 0F
die Flache F' links liegt.

-
o2 OF [T
v 8D >
L y
-,
u I >
Rlchtung
é%%; %%%i+wm

/ Vl dx = / ‘/1(901(U, 0)7902(%“)7%03(U7U))(901u du—*—@lv dv)
oF oD

(da‘ T = (’01(/&,’(}) ) dx = Py du + Py dv)
0 0
= /GD((VMOlu) du + (Vip1,) dv) = /D<%(V1801v) - %(Vl(plu)) d(u, v)

(nach Satz von Green)

Beweis :

= / (Vvlzcgolusplv + Vvly(p2u(plv + V12903u9011) + Vl(pluv - Vvlzcgplvsolu - Vvly(p2v(p1u
D
_V129031)901u - Vl(pluv) d(u7 U)
= / (Vis - (P3uP10 = @30014) — Viy - (02,9014 — P241,) d(u, )
D

=Ay@«@x@h4@«@x@mamw

Analog erhélt man

%@z/ﬂ%%%X@h4@%%X%Mﬂ%wmﬂ
oF D
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[ vade= [ (Vg (@ x 81 = Vo (B x B0)2) dlws ).
oOF D
Zusammen folgt dann

/ (Vi dz+ Vs, dy + V3 dz) :/ < rotv,gﬁu X Gy > d(u,v) :/ < rotv,ﬁ> do .
oF D F
Beispiel

x
F:{ Y :x2+y2+22:R2,m20,y207220}
z
(Kugelfldche des Kugeloktanden),
Viz,y,z) =1 1
z

Gesucht: / (Vi de+ Vo dy+ V3 dz) .
OF

Parameterdarstellung fiir F":

R cos pcosy x
B(p, ) = | Rsinpcosty | , Fo X @y =Rcosy | y (vgl. S.446 ),
Rsinvy z
0<p<nm/2,0<yp<7/2.
61 52 _)3 0
rot V(z,y,z) = det” 2 a% Ll =10 =
zy 1 =z —T
< rot ‘7,@0 X @y >= —R(cost)xz = —R3 cos p cos? ¢sin) .

Also erhalten wir

/ <‘7,d}>:/ <rot‘7,ﬁ> do
oF F

w/2 /2 /2 1 /2 3
:—/ / RSCOSQOCOSQ'L/}SiIl'L/} dw dgp:—RBSin(p} (——COSBZb)] :_R_.
0 0 0 3 0 3

Man kann das Kurvenintegral / < V,d} > natiirlich auch direkt tiber die drei
oF
Randkurven K; + K5 + K3 berechnen.

Satz 13.30 :  Satz von Gaufl
SeiV:GC R — IR¥, VeCYG), G offen.
Sei M C G Normalbereich und 72 der dufiere Normaleneinheitsvektor

auf OM (Oberfliche von M). Dann gilt

/ <V,i> do :/ div V(:z:,y,z) d(z,y,2)
OM M

460



D.h.: Der Flu8 durch die Oberfliche OM des Kérpers M in Richtung der &uferen
Normalen ist gleich dem Integral der Divergenz von V iiber M.

Beweis :
Da M Normalbereich, existieren -
¢1,p2 und M, mit tz n (%, v)
r T
M={ y | - (y)EMz,sol(x,y)Széwz(w,y)}~ Y

z

Vs / (/wz(m,y) oV )
- d x,Yy,z) = —dz | d x, seeseee
n 1= y)

:/(%@wwﬂ%w)¥ﬂw%%@ymd®y)

z

=3 ]

x —Plg
Auf der Bodenflache F gilt: @J(z,y) = Y = Gex@y=| —¢1,
p1(z,y) 1
(Vorzeichen &ndern, da 7 nach unten zeigt).
0
Mit V(z,y,2) = | 0 | gilt dann
V3

| <t do=- [ Vi) da)

AlilBalog erhélt man fir dlj\g Deckelflache Fp

| <> do= [ Vilageae) ),

Alfll% der Mantelflache }17\?4 von M ist die z—Koordinate von 7 gleich 0, also

/ < Vs,7> do = 0. Damit erhalten wir insgesamt
Fyy

~ OV
/ < Vs, > do = =2 d(z,y, 2) .
o v,
Analog gilt: / < Vg,n > do —/ — d(z,y, 2)
oM M 9y
und / <Vi,it> da—/ d(x,y,z)
oM O
Addition dieser 3 Gleichungen ergibt: / <V,i> do= / divV d(x,y, z) .
M

Bemerkung : Der Satz von Gaufl gilt auch noch, wenn sich M aus endlich vielen
Normalbereichen zusammensetzt.

7.B.:

Der Korper M setze sich aus zwei Normalbereichen M; und Ms zusammen (mit
"innerer” Flache Fy).
Wir spalten den Kérper M auf in My (oberer Teil) und My (unterer Teil).
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OM; enthalt die ”innere” Flache F} D Ml
mit 77 nach unten gerichtet,

OM>5 enthélt die "innere” Flache Fj 705l - F
mit 77 nach ober gerichtet. Also ] 1
fallt der Flufl durch die innere Flache Fy

weg, da die Integrale liber F; verschiedene M2
Vorzeichen haben.

Beispiele

xr
AI:{ :mMWQgR%ogzgh}(&mmm%

Y
z
Ty
z—
Gesucht: < ‘7, 7 > do Flufl durch die Oberfliche des Zylinders in Richtung
oM

der auleren Normalen 77 .
Da divV(z,y,2)=y+2y+1=3y+1 =

/ <V,i> da:/ By +1) d(z,y, 2)
oM M

h 27 R R 2w
= / / / (3rsinp+1)rdr dp dz = 27Th/ r dr = ThR? (da/ sinz dr = 0).
o Jo Jo 0 0

Zum Vergleich: Direkte Berechnung
OM = Fp U Fp UF)y (Fp Boden-, Fp Deckel-, F); Mantelflache),

Fp und Fp sind Parallelfiichen zur (z,y)—Ebene mit Parameterdarstellung:

€T . 1 0 0
c 4 0 0 1

(c konstant)
do = |py X @y| d(x,y) = d(z,y). Also gilt

do = d(z,y)

fiir Parallelfldchen zur (x,y)—Ebene.
Analog: do = d(y, z) fiir Parallelflichen zur (y, z)—Ebene
und do = d(z, z) fir Parallelflichen zur (x,z)—Ebene.

0 0
0 ist Normalenvektor auf Fig , 7= [ 0 | ist Normalenvektor auf Fp =
-1 1

SL
I
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/ <V,i> do = / —(z — a:)] d(xz,y) = / x d(x,y)
Fg 224+y2< R2 2=0 224+y2<R2

27 R 27
:/ / r?cos dr dp =0 (da/ cos @ dp = 0).

o Jo 0

<V,ii> do= (z — :c)} d(z,y)
Fp 22 +y2 < R2 z=h
= h/ d(x,y) —/ rd(z,y) = htR* (da / x d(z,y) =0).
I2+y2§R2 ~T2+y2SR2 $2+y2§R2
Rcos
Fyr Zylindermantel = @, X ¢, = | Rsing (vgl. S.446 ) =
0

2 h
/ <V,i> dO':/ / (R*sin @ cos - Rcos p + R3sin® psing) dz dy
Fu , o Jo
:hR?’/ sing dp = 0.
0

Insgesamt erhalten wir: / < ‘7, ii > do = ThR?.
oM

Beispiel A
| oF | F,
. I
Fz{ y :z:x2+y2,0§z§1} = ¥
z
(Paraboloidmantelfléache),
z
V(m,y, z)=| « | , 7 mit negativer z—Koordinate.
2
)

Gesucht: / < V,ﬁ > do .
F

a) direkte Berechnung

Parameterdarstellung
T —2x
G(z,y) = y , Pex@y=| 2y | (vgl 5.445),
z? +y? 1
2 +9y? <1, (Vorzeichen éndern, da 7 negative z—Koordinate).

S

<V,ii> dU:—/ <V,@ex @, > d(z,y)

F r2+y2<1

(2zz 4 2xy — yg)] d(z,y)

24y2<1 e=a2ty?

/
2m 1

/ / (2rcos - 172 4 2r? sin p cos ¢ — 2 sin® @)r dr dyp
o Jo
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27 1 27 1 1 1
—/ / r3sin? ¢ dr do = —/ / r3(= — = cos 2¢) dr dp
o Jo , o Jo 2 2

2m ™
(da / cosny de = 0 und / sin g cos p dp = 0)
0

0

I 1 1 s
== drdp=—=-2m -~ =——

2/0 /OT e R

b) mit Satz von Gaufs

Da F' keine geschlossene Flache ist, miissen wir, um den Satz von Gaufl anwenden zu
konnen, zunéchst die Hilfsflache Fp (Deckelflache des Paraboloiden) hinzufiigen und
am Schlufl wieder subtrahieren.

/ <V,ii> da—/ divV d(z,y,2) =0 (da divV =0 in IR?)
M

= <V,ii> da:—/ <V,i> do.
Fp

(vgl. oben).

ma

0
0 9 xy -~ ,Z:
1
. 2
/ <V,i> daz/ d(z,y) / /rsm @ dr dp =
Fp 2—|—y2<1

Also erhalten wir: / < V n> do=— 4
F

c) mit Satz von Stokes

Da divV = 0 in IR3 ist, konnen er auch den Satz von Stokes benutzen, denn es
existiert ein Vektorpotential W mit V =rot W in IR3. Also gilt

/ <V,i> do= / <rotW,i > do = / < W,dz > (nach Satz von Stokes)
F F oF

:/ (W1 dx + Wo dy + W3 dz)
oF
mit (—0F): x=cosp, y=sing, z=1, 0<p<27.

Daz=1 = dz=0 = wir wahlen zur Berechnung des Vektorpotentials W nicht
W3 =0 sondern W; =0 :

. Wgy - Wgz Vl z
rot W = le - W3$ = Vs = €T
Wae — Wiy V3 y?

= (mit Wy, =0) Wa = [y? de+ hi(y,2) = 2y* + hi(y, 2).
Setzen wir hy =0 = W, = xy?. W3 wird nicht benétigt, da dz = 0.

= < W,dz >=/ (Wy dx+ Wy dy + W3 dz) = W2 dy
OF oF
(da Wy =0 und dz =0)
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27 27 1 1 1 1
:/ zy? dy:—/ cos psin? ¢ - cos @ dgpz—/ (= —=cos2p)(= + = cos2p) dp
oF 0 o 2 2 2 2

27 27
11, 1 1.1 1 1 ™
= S = cos?2p) dp = — S (=4 -cosdp))dp=—= 2w = —— .

Beispiel

x
M:{ Y EZRB:x2+y2+z2§R2} (Kugel),

z
V(&) = % , T=+/22+y?+ 22 , 7 auBere Normale.

T
Gesucht: <V,i> do (Flu durch die Oberfliche der Kugel in Richtung der

dufleren Normalen).

Es gilt: divV =0 in R3\{0} (vgl. S.428 ).
Der Satz von Gaufl kann nicht angewendet werden, es gilt nicht:

/ <V,i> da:/ dide(:z:,y,z):O,
oM M
denn V besitzt im Innern der Kugel eine Singularitat.

Es gilt
. 27 pm/2 7
/ <V,n> do= / / <—3, (R cos ¢):E> dip dp (vgl. S.448)
oM 0o Joaxp\R

1

27 w/2
R / cos) < T, &> dip dp (es gilt < T T >= |7]? = R?)
0 —7/2

R? 27 /2 /2
2—2/ / coswdwdg0:27r~2sinw} =47 #£0.
R 0 —m/2 0

Fir jede andere geschlossene Flache,
die den Nullpunkt umschlief3t, erhalt Z
man den gleichen Wert, wenn
jeweils der Fluf} in Richtung duflere
Normale berechnet wird.

<

N

Denn: Schneidet man das Ringgebilde

auf, so fallt der Flufl durch die

innere Flache weg, da einmal die

auflere Normale nach unten und einmal nach

oben zeigt.
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Krummlinige orthogonale Koordinaten

x
Sei 7= |y | =xé;+yé, + z€, mit den tblichen Basisvektoren
z
1 0 0
ez=10],¢é=|1]|,¢e =10 | und den kartesischen Koordinaten z,y,z.
0 0 1

Fiihren wir neue (krummlinige) Koordinaten w,v,w ein, so l&8t sich 7 auch durch
diese neuen Koordinaten kennzeichnen.

Betrachten wir die Koordinatenlinien
(jeweils 2 Koordinaten konstant halten),
so existieren in jedem Punkt 7(x, v, z) des IR3
drei Einheitsvektoren €, €,, €, (die
Tangenteneinheitsvektoren an die drei
Koordinatenlinien in diesem Punkt).
Stehen diese Vektoren €, €y, €, in
jedem Punkt paarweise senkrecht
aufeinander, so sprechen wir von
krummlinigen orthogonalen Koordinaten.
Jeder Vektor 7148t sich auch durch

€, €y, €y ausdricken. Es gilt:

7= x€y + yey, + z€, = x(u,v,w)ey, + y(u,v,w)ey + z(u, v, w)e, = ae, + bé, + cé, .
Gesucht: a,b,c.

Halten wir v, w konstant, so erhalten wir die u— Koordinatenlinie #(u) mit
Tangenteneinheitsvektor

Rl

g%

—

€y =

Rl

g%

Wir fiihren folgende Bezeichnung ein
or or or

hu =15 | > hv = |51 > hw = |5
|8u| |8v| |8w

Hiermit gilt:
1 or 1 /0x, Oy, 0z,
Cu = <6u + ou )

he Ou  hy
Analog erhalten wir

. 1(8334 Yy _, 62;)7

€y = h—v %61, %ey + %ez
e _i(@_xg _|_@é’ _i_%é’)
Y h\Ow T ow Y ow ()
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In Matrizenschreibweise folgt hieraus:

1 ( or ) T
> h, \Ou - R
iu 1 87—: T _)m - i:c
“ =l aG) | |a)=aT e
Cw L oF\T | \& c
e (5w)
1 or 1 or
Die Matrix A ist orth al, daé, = — - — €y = — - — . €y =
ie Matrix A ist orthogonal, da €, TR €y T Ew
ONS (Orthonormalsystem) bilden. Also gilt
€ €u €u €
e, | =A1 € und g, | =AT €y
€ €w €w €
mit
A ( 1 o° 1 of 1 or )
-~ \h, Ou’ h, Ov’ h, Ow
Hierbei ist
oz ox oz
or () o _ [ o _ (&
ou % " Ov % T Ow %_?g
ou ov ow
Beispiele
. Zylinderkoordinaten
7= (rcosp,rsinp,2)T | (r,¢,z) die neuen Koordinaten,
or Va
L~ (cosipysing, 07 = by =1, -
ar, €y
%—(—rsmcp,rcosgo,O) = h,=r1, - er
a—)
T 0,0, )7 = h.o=1.
0z >
Damit erhalten wir
cosep sinp 0 cosp —singp 0
AT = | —singp cosp 0 , A= sinp cosp 0 und damit
0 0 1 0 0 1
€ = COS € +siny €, €p = COSp €, —siny €,
€y, = —sinp €, +cosp &, €y = siny €, + cos p €,
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2. Kugelkoordinaten

7 = (r cos pcos 1, rsinpcos, rsiny)’

or

, (r,p,1) die neuen Koordinaten,

o= (cospcost,sinpcosy),sin))l = h.=1,

,

a—)

8—T:(—rsingpcosw,rcosgocosw,O)T = hy, =rcosvy ,
¥

or

a0 = (—rcospsiny, —rsinpsinig,rcosy)’ = hy,=r1.

Damit erhalten wir
COS (p COoS P sinpcosy  siny
AT = —sing cos ¢ 0
—cosypsiny —singsiny cosyY

€y = COS P COS 1 €, + sinpcosy €, +siny €,
€p = —SINY €; + COSY €y

€y = —cospsiny €, —sinpsiny €, + cos €,

€x = COS Y COSY €, —siny €, — cosYsiny €y,
€y = sinpcos €, + cosp €, — sinpsiny €,
€, =siny €, + cos €y

Differentialoperatoren in krummlinigen orthogonalen Koordinaten

Satz 13.31 :

Sei f:MCR3—R,V:M— R mit feC*M),VeC(M).

V = Veey + Ve, + Ve, = Ve, + Ve, + Ve, , also V,,V,, V. die kartesischen
Koordinaten von V , Vu,Vy,V, die neuen Koordinaten von V.

Dann gilt
1.0 1.0 1.9
N e R
LOf, , LOf.  1Of,
VIi=gadf==gibut jmg et g e
1 huéu hvév hwgw
otVp=— - |9 9 90

hyhohy | Ou Ov ow
hu Vu hU V’U hw V'LU

(nach 1. Zeile entwickeln)
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0
+ %(huhw‘/v) + %(huhvvw)}

Af = div (grad

f)
(e 00y 8 (e 010 (e 01

hy Py h, Ou hy ov ow\ h, Ow
Beweisidee:
of. | 90f z of .
a) grad f = — o €x + o= 8y y 5, =

_Of 1 0x 1 0x 1 Ox of 11 oy, 1 0y 1 0y
_%<h_u%6u+h_1,%6v+ﬁa_wew>+8_y(__6u+ 6v+ ew)

h., Ou ov w Ow
ai(i%“ +i%" +i%")
820%6 eaz?av;vahwawe of dxr  Ofdy Of 0
_ L ofox [0y J Oz x Y z
~ ha (8x8u+8y8u+323u>6 <8x8v+8y8v+8281}>
<8f63:+8f8y+8f8z>
Ordw OJyow 0z ow w
1 8fﬂ 1 8fﬁ 1 of .

:hua T 00 ey o™
Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt:
/ f(7) dif = ro) (M) (u(M) Volumen von M) , also

To)zhm /ff)dr.

M — 1y bedeutet, daﬁ sich M auf den Punkt 7y zusammenzieht.

Analog erhalten wir fiir Flachen:

f(70) = Gl m F— / f(#) do  (F(G) der Flicheninhalt der Fliche G).
—’7'0

Nach dem Satz von Stokes gilt:

/<r0t‘7,ﬁ> da:/ (Vo de +Vy, dy+V, dz) ,also
G oG |
<rotV,i> () = lim —/ <V, dr>

r i > (7o) A FG o

Wir betrachten an der Stelle P;(u,v,w) mit dem Ortsvektor 7y ein kleines Volu-
menstiick in den neuen Koordinaten u, v, w. Die Kantenlinien seien die Koordinaten-
linien durch die Eckpunkte.
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Das Volumenstiick habe die Eckpunkte:

Pl(u,v,w) )

Py(u+ Au,v,w) ,

Q1 (u, v+ Av,w) ,
Py(u,v,w + Aw)  usw.

Die Tangentenvektoren an die

Koordinatenlinien durch P; sind

6lL?e’lJ?e’LlJ .

Dann gilt fiir die u—Koordinate von rot V an der Stelle 7

(rot V)y =< 1ot V, &, >= c}im* —/ <V,dr>

mit G: Flache zwischen den Punkten P, 91, Q4, Py .
Wir erhalten: Lénge PiQ; ~ hyAv = ]%]AU ,

F(G) = hyAv - hyyAw = hyhyAvAw .

0G Randkurve von G: P, — Q1 — Q4 — Py — Py,
/8 < V.dr >~ Vvhq,Av]w +VahyAw| = VyhyAv

v+Av w+Aw
A(hy Vi) A(hyVy)
= — " AvAW - —~
Av vew Aw

Damit erhalten wir fir G —
0

B 1,0
(rot V) = 5 (%(thw) _ %mvvv)) .

Analog erhélt man die anderen Koordinaten von rot V.

AvAw .

¢) Nach dem Satz von Gauf gilt

/ div V (7) dF:/ <V,i> do , also
M oM

. 1 .
leV(T_"O) :]égom/aM < V7ﬁ> do

. thwAw]

v

wobei M das von den Punkten Py, Py, P53, Py, Q1,Q2, @3, Q4 gebildete Volumenstiick

ist. Esgilt: pu(M) = hyhyhy AuAvAw.

M hat sechs Randflachen. Sei G die von P», @2, @3, P53 gebildete Randflache und G,

die gegeniiberliegende Randflache, dann gilt
<V,n>=<V,e,>=V, und

/ <V,ii> do = hyhyVy - AvAw |
Gy u+Au
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/ < V,ﬁ > do =~ —hvthu] - AvAw
G2

=

<V,

G1UG>
(analog fiir die anderen Randfléchen).

Zusammen mit dem Grenziibergang M — 7 erhalten wir dann

(huhoV) }

divV =

PPy oy

L (Vi) +

n> do~
Au

0

ou B

A(hyhy Vi)

d) Setzt man a) in ¢) ein, so erhdlt man d).

Beispiele

1. Zylinderkoordinaten , h, =1, h, =1, h, =1

Vf=

of z
or

r+_

13f4 of .
rop e T 92

- 1
rotV = -

ﬁ
S%lom

Q@
©
SRl

Hieraus folgt

(huhwvv) +

AuAvAw

0

dw

(vgl. S.467 )

roﬂ_/' =

0
(5 -

52)e+ (5 -

8V>

or

r

i

a(rVy,) B oV,

or Op

divV = 1{

0
or

0

(V) + 5 (Vo) | +

0
0z

_(Vz)

0
Aot

af. 9 10f

87“) - 8g0(r 8g0) -

0
Py

0? 10 1 0? 0?
f10f 1 F O

ar2 ' ror

202 522

of
0z

o))

Hierbei sind V;., V,, V. die Zylinderkoordinaten von V.

2. Kugelkoordinaten , h, =1, hy, =rcosvy , hy =r

Vf=

o,
or "

1 af. 10f

TCOS@D@% + ;%

—

€y
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€ TCOSYE, TEy
- 1 0 0
rOtV_r2cosw or o BI%
Vi rcosyV, rVy
Hieraus folgt
= 1 a‘/;p - 0 5 1 6V7~ _ 8(7‘V¢) -
rot V= 7 cos Y (% o (cos 1/1V<p)> ety ( o or >e¢,
10(rVy,) 1 Ve,
+(; or  rcosi 8g0)€¢
e 1 d ., 5 0 0
divV = = coszb{g(r cosYV,.) + %(TV@) + %(TCOS@DVw)}
10, 1 0V, 1 0
r2 or (r°Ve) + rcosy dp  rcosiy O (cos V)
B 1 d ., ., of o, 1 0of 0 of
Al = r2cos¢{8r(r sV ) T aslemnag) T aqp(coswaqp)}
o0 208, 1 @ wmvor 10y
S Or2  rOr  r2cos? 02 r2 o) 12 oY?

Hierbei sind V;., V,,, V,, die Kugelkoordinaten von V.

Bemerkung :

In der Anwendung wird oft bei den
Kugelkoordinaten anstelle des

Hohenwinkels ¢ (gemessen von der

positiven z—Achse , also —7/2 < < 7/2)

der Hohenwinkel 9 (gemessen von der

positiven z—Achse , also 0 < ¥ < ) benutzt.

Es gilt: cos®y = sin 1, also mufl dann in allen
Formeln iiber Kugelkoordinaten cost durch sin®
ersetzt werden. Bei Af steht anstelle von (—tan): cot? (das andere Vorzeichen
erhélt man wegen des anderen Vorzeichens bei der Ableitung von sin anstelle von

cos ).

= X

Beispiele
— Y —T 2\ "
* V ) ) - < ) ) ) ) l
(x,y,2) R z also
V= SR €x + Z 1 €, +2°¢,  (€y,€,,¢e, ersetzen (vgl. S.467 ))
rsin g —TrCcosy, .

— . — — — 2 =
= —3 (cospeé, —sinpe,) + - (sinpé, +cospe,)+z°¢. =
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. 1 1 .
V=—é,+ 22, = V,=0, Vo=—, V.= 2? (Zylinderkoordinaten von V),
r r

divV = ;—(——) + = (2?) =2z (nicht quellenfrei),

op" r 0z
€ T€, €,
- 1|0 0 0

1 -

“Tlar e 92| ;(0-6}—}-0-7’6@04—0-@) =0 in IR3\{z — Achse}.
0 -1 22

Also existieren Potentiale in allen einfach zusammenhangenden Teilgebieten von

IR3\{z — Achse} , z.B.in M = {Z € IR® : = > 0}.

Berechnung eines Potentials in M:
- ou 1 0u 1 Ou

Es muf} gelten: gradu=V = Eer:(),;%:V(p:—;?&:Vz:ZQ
ou ou ou
= Mg g T2
or T O "9
2’ y 2 .
= u(r,gp,z):—ga-i-?-i-c = u(x,y,z):—arctan——i-g-l—c , c € IR, ist
x

allgemeines Potential in M.

V@) = r% =221 y2 1 22 =7, (vgl S.428/438).

Da €, = (cos pcosp)ey, + (sinpcosp)ey, + (sin)e, (vgl. S.468 )

L )& L
= € =—(reép+yey+ze;)=-|y|=- = Z=re
- r
- Te 1 1 B B Hoord; -
= V= 3 = 30 = VT_T_Q’ V,=0, V, =0 (Kugelkoordinaten von V),
10,, 1. 10 ;
d1vV:T2E(r -T—z)—r—2§(1)20 in IR°\{0} ,
€r TCOSYE, TE
0 0
_ . — — | _a 3\ (7
rOtV_TQCosw (91r D oy | =0 in R\{0} .
— 0 0

IR?\{0} ist einfach zusammenhingendes Gebiet =
existiert ein Potential u in R3\{0} mit gradu=V =
ou 1 1 Ou 1 0u
—:V’,:—,——:V :O,——:V :O =
or r2 7 rcosi Op v r oY ¥

1

1
u(r,gp,@b):—;+c = u<x7yvz):_\/m

Potential von V in IR3\{0}.

+c , c€ IR, ist allgemeines

Berechnung eines Vektorpotentials: FEs mufl gelten:

1 0 0 1
T COS <%(W¢) - %(COS¢W¢)> =V = r2 und
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1( O - 2(rww)> ~V,=0 und

% or

170 1 0

<8T(TW )~ coswa_(w )> =Vy=0.

0 cosyp 0
Setze WQP =0 = a—(Ww) = , y %(Wr) =0
= Wy = Zcos+ha(rv) . Wy = ha(r4)
0 0
Setze hy =0 = %(Wr) 5 —(Wy)=0 = W, =hs(r).
Setze hs3 =0 = W = (% cos1))é, ist Vektorpotential von V in IR3\{0}.
Ist V(Z) = ’_x, _EL|3 mit 7 = |¥ — @, so gelten alle Ergebnisse analog in IR3\{a},
r—a

7 COS (p COS
denn fiir die verschobenen Kugelkoordinaten £ = @ + | rsingcosty | bleiben alle
rsin
Differentialoperatoren gleich. Also gilt:
1
u(¥) = F 4| ist Potential in IR3\{a},
—a

W (r,,0) = (

cos1))éy ist Vektorpotential in R*\{a@}.

f al
Greensche Formeln, harmonische Funktionen

Als Folgerung aus dem Integralsatz von Gaufl zeigen wir die folgenden Greenschen
Formeln, mit deren Hilfe wir dann Eigenschaften harmonischer Funktionen beweisen
konnen:

Satz 13.32 :  Greensche Formeln

Sei G C IR™ ein beschranktes Gebiet, M C G setze sich aus endlich vielen Normal-
bereichen zusammen, 7 sei die duflere Normale von OM, wu,v : G — IR seien zwei
Funktionen mit u,v € C%(G). Dann gilt

ov

a) / (uAv+ < grad u, grad v >) d:ﬁ':/ u — do (1. Greensche Formel),
M om 01

L ov ou
b) /M(UAU — vAu) dT —/ (u 57 ¥ 8n> do (2. Greensche Formel).

0
Hierbei ist a—l_), =< gradv,7 > die Richtungsableitung von v in Richtung 7.
1!

Beweis :

Zu a): Nach dem Integralsatz von Gauf} gilt / divV dz = / < ‘7, n> do .
M oM

Mit V=u gradv folgt hieraus
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/ div (u gradv) d:z?:/ < wu grad v, > daz/ u — do .
M ~ L Jom ~ om 07
Da div (fW) = fdivW+ < grad f, W > und div (gradv) = Av (vgl. S.427 ), folgt

/ (uAv+ < grad u, grad v >) df:/ u a—ﬁ do .
M om  On

Zu b): / (uAv — vAu) dZ
M

= / (uAv+ < grad u, gradv >) d¥ — / (vAu+ < grad u, gradv >) d¥
M

:/ <u@—v@)da. :
om N On on

Folgerungen
a) Istu=1 = /Afudf: a—qida.
M on On
b) Ist v harmonisch in M (d.h.: Av =0 im Inneren von M und v € C’(M))
0
= —qi do=0.
OM an

¢) Sind w und v harmonisch in M

I3
Qv\
<

N

IS
Q
31'33

|

<
Q3|Q3
NEES

N—

QL

q

I

o

Grundlésungen von Au =0

Gesucht: Losungen von Au = 0, die nur vom Abstand zum Nullpunkt abhéngen,

also u(Z) = f(r).

a) IR?*: TFiihren wir Polarkoordinaten ein, so geht A iiber in
1

Au = f"(r)+ =f'(r) =0 (da u unabhingig von ¢, fallen die Ableitungen nach ¢
r

weg, und die partiellen Ableitungen nach r sind gewohnliche Ableitungen,vgl. S.471 )

1
= % =—- = In|f|=-Inr+c = f'(r) :g =
w@) =clnr+d , (¢,d € R), mit r=|Z] =+/2?+ y?

ist Losung von Au = 0 in IR*\{0}.

b) IR?: Fiihren wir Kugelkoordinaten ein, so geht Au iiber in
2

Au= f"(r)+=f(r) =0 (da u unabhingig von ¢ und 1, fallen die Ableitungen nach
r

¢ und ¥ weg, und die partiellen Ableitungen nach r sind gewohnliche Ableitungen , vgl.
S.472 )
f// B Cs

2
i = In|f'|=-2Inr+c¢ = f(r)=—=

=
r2
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U(f)ngrd L (e,de€R), mit r= |7 =22 +y%+ 22

ist Losung von Au = 0 in IR*\{0}.

Folgerung: Sei 7y € IR" (fest) mit n =2 oder n = 3, so gilt

cln|¥—Zp|+d (fallsn=2
u(T) = ¢ 44 falls n =3

T — Zo|

ist Losung von Au = 0 in IR"\{Zp} und wird Grundlésung genannt.

Satz 13.33 :  Greensche Darstellungsformel fiir den IR3

Sei u : G C IR?® — IR harmonisch in einem beschrankten Gebiet G, M C G Normal-
bereich, Ty € M (Inneres von M). Dann gilt die Greensche Darstellungsformel fiir
den IR3

win) =3 [ (ai g - @) (=) do

& — o]

Beweis :
Sei K,(#) = {# € R? : |7 — | < o} und o so klein gewihlt, dal K ,(Zy) C M.
Sei N = M\ K,(Zp), dann gilt nach der 2. Greenschen Formel und Folgerung c) (vgl.
S.A75 ) mit v(Z) =

& — o

. ov ou
0—/N(uAv—vAu) dx—/aN(u%—v 8_ﬁ> do

1 1
Da v(Z) = 5 und % = % auf 0K ,(Zy) = % - auf 0K ,(Zy) und
1 1
/ (ua—z_),—va—@_b,>da:——2 uda——/ 6—1_{d0
oK, (7y) \ 07 on 0° Jok () 0 Jok (&) ON

1
=—= u do (da das letzte Integral = 0 wegen Folgerung b) (vgl. S.475 ))
0 0K ,(Zo)

(da w harmonisch in K,(Zp))
1 .
= —?u(:i'o +¢,) -4mo® ( nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung)

(470? Oberfliche der Kugel K,)

= —dru(To +&,) mit |&,]<o.
i ov ou .
Also folgt gli% . (u Ak %> do = —4mu(ry) .

Insgesamt erhalten wir damit
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0 0
/ (u P v _u) do+A4ru(Zy) =0 = Behauptung
oM

on on
S 0 0
Auf 0K,.(0) gilt 8_2 = 8_171: , denn:
@ = @ﬁ_x+@@+@% =< grad u @ >=< gradu, €, >=< gradu,n >= a_u
ar oz or oyor  dzor W, 7T 8L Cr mTS Bral, 2= 5
Oou  Ou
Analog gilt auf 0K, (7o) : — = —.
nalog gilt au (Zo) 97 = or
1. Folgerung
1 10 0 1
Ist M = K, (Zp), so gilt  u(Zy) = e /(B)Kr(fo)<;a—: — u(f)g(;)) do , also
1 ou 1
u(fo):—/ —d0+—/ u do .
411 Jok, (z) OF 412 JoK. (7o)
0
Da u harmonisch in K,.(Zy), so gilt ja / a_u do =0 (vgl. Folgerung b) S.475 ),
0K, () OT
also gilt der Gaufische Mittelwertsatz ’
@)=z [ wd
u(Zy) = u do
47'('7“2 8Kr(fo)
2. Folgerung
Satz 13.34 :  Mazimumprinzip fir harmonische Funktionen

Ist w harmonisch in M und nicht konstant, so nimmt u ihr absolutes Mazimum und
Minimum nicht im Inneren von M, sondern auf dem Rand von M an.

Beweis :
Annahme: 3% € M mit u(Z) = k sei Maximum in M (d.h.: u(Z) < u(Z) V& € M).
a) Dann gilt: u(%) =u(Z) =k VZ € K, (%) mit K,(F) C M,
denn: Annahme: 37 € M , r = |71 — &o| , K. (Zo) C M und u(#) <k =

. 1 . k
k= u(zy) = p— /a&(fo) u(Z) do < - /8&(50)
b) Sei Zy € M beliebig = u(#s2) =k,
denn: Sei C eine Kurve von &y nach I, T
die ganz in M verlduft. Dann kann man /—%
mit Hilfe einer ” Kugelkette” von &y nach s C XQ)
gelangen. Bei jeder Kugel kann man a) X2
anwenden = wu(72) = k.

do =k = Widerspruch.

Aus a), b) = w konstant in M = Widerspruch zur Voraussetzung.
(Analog fiir Minimum).
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3. Folgerung

Satz 13.35 :  Findeutigkeit der Losung beim inneren Dirichlet- Problem
Seiwe C2(M) , ue C(M), he C(OM). Dann gilt:

Das innere Dirichlet Problem

Au=0 in M , uom = h

besitzt hochstens eine Losung.
Beweis :

Annahme: wuq,uy seien zwei Losungen = wu = u; — ug ist Losung von Au =0 (da
A linear) mit wujgpr = 0.
Da u ihr Maximum und Minimum auf 0M annimmt = u =0 in M.
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