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EINLEITUNG

In dieser Arbeit konstruieren wir Riemannsche Mannigfaltigfaltigkeiten
mit vollstdndigen, reell-analytischen Metriken und untersuchen deren Schnitt-

kritmmung. Wir erhalten das folgende Ergebnis:

Satz 2.18 . Sei V eine kompakte, total-geodditisch eingebettete Untermannigfaltig-
keit der Codimension 2 in einem kompakten komplex-hyperbolischen Raum CH" /T
und p € Iso(CH"/T") eine Rotation, deren Fizpunktmenge V ist. Die Urbilder die-
ser Untermannigfaltigkeit unter der kanonischen Projektion pr : CH" — CH" /T
seien total-geoddtische (CH?_l, j € J. Dann trigt Q = CH"/T' \V eine Familie

vollstindiger, reell-analytischer Riemannscher Metriken (§’7)0<n<no’ die

1
—?A < K, < n’A

mit einer dimensionsabhingigen Konstanten A geniigt.

Dieser Satz ist insofern interessant, als sich unter den von uns ausgenutzten
Bedingungen keine besseren Schranken fiir die Schnittkriimmung gewinnen lassen.
Die Rechnung legt nahe, dafl tatséchlich positive Kriimmungen auftreten. Hingegen
18t sich auf einer umfassenderen Klasse von Mannigfaltigkeiten mit der gleichen

Konstruktion problemlos eine C*°-Metrik negativer Schnittkriimmung erzielen:

Satz 2.19 . Sei (V;), eine Familie kompakter, total-geoddtisch eingebetter Unter-
mannigfaltigkeiten der Codimension 2 in einem kompakten komplez-hyperbolischen
Raum CH"/T'. Die Urbilder dieser Untermannigfaltigkeiten unter der kanonischen
Projektion pr : CH" — CH"/T seien total-geoditische (CH?_l , j € J, die sich
paarweise orthogonal in Codimension 4- Untermannigfaltigkeiten schneiden. Dann
tragt Q := CH"/T ~ Ujil V; eine vollstindige Riemannsche Metrik der Klasse

C®, deren Schnittkrimmung negativ und gleichmdffig nach unten beschrinkt ist.

Anhand unserer Rechnung 148t sich in sehr expliziter Weise verfolgen, wie sich
der grundlegende Unterschied zwischen C'*°- und C“-Funktionen auf den Gewinn
einer Metrik mit negativer Kriimmung auswirkt. Die auftretenden Terme lassen
sich in zwei Kategorien einteilen, in ,Nah-*“ und , Fernwirkungsterme“. Wahrend
im reell-analytischen Fall die Fernwirkungsterme stets vorhanden und fiir das Auf-
treten positiver Kriimmungen verantwortlich sind, lassen sie sich im C'*°-Fall durch

geeignetes Ausblenden zum Verschwinden bringen.

Der Unterschied zwischen C'*°- und C*-Funktionen schligt sich viel allgemei-
ner auch in der Theorie der Mannigfaltigkeiten nicht-positiver Schnittkriimmung
nieder (vgl. [BGS]). Viele Mannigfaltigkeiten sind aufgrund der strengen Anfor-
derungen an ihre Topologie als Unterbau einer reell-analytischen Metrik nicht-
positiver Kriimmung von vornherein auszuschlieflen, obwohl sie eine C°°-Metrik
mit K < 0 tragen.! Wir erinnern in diesem Zusammenhang z.B. an die Graph-

Mannigfaltigkeiten von Gromow (siehe [G, Abschnitt 5]), die endliches Volumen,

IFiir einen Uberblick iiber die topologischen Einschréinkungen verweisen wir auch auf [AS2,
Abschnitt 2].



beschrénkte nicht-positive Kriimmung, aber unendlich erzeugte Homologie besit-

zen.

Aus dem genannten Grund erweist es sich generell als schwierig, reell-analytische
Mannigfaltigkeiten nicht-positiver Schnittkriimmung zu konstruieren. Abgesehen
von den Quotienten der hyperbolischen Riume gibt es in der Literatur daher wenig
Beispiele ([AS2], [BBE], [HS], [S1], [S2]). In sdmtlichen Arbeiten auler [AS2] wird
auf den Beweis eines Satzes in [BG]| zuriickgegriffen, der ein abstraktes Argument
aus der Garben-Theorie benutzt, um die Analytizitédt der Metrik global zu erhalten.
Dagegen wird die C¥-Metrik in [AS2] explizit durch eine Poincaré-Reihe gewonnen.
In dieser Arbeit handelt es sich bei den zugrundeliegenden Mannigfaltigkeiten um
kompakte Quotienten des hyperbolischen Raums H", in denen ein Divisor (eine
Familie von total-geoditischen Untermannigfaltigkeiten der Codimension 2) aufge-
blasen wird. Die Analytizitit der Metrik ergibt sich aus der Holomorphie einer
geeignet konstruierten Fortsetzung. Der Preis fiir diesen konzeptionell ansprechen-
den Zugang ist eine umfangreiche Kriitmmungsberechnung und -abschéitzung, die in

[AS2] unter Ausnutzung von Symmetrien eindrucksvoll bewéltigt wird.

Es ist nun naheliegend, danach zu fragen, ob sich in der gleichen Weise, in der
dort die Metrik auf den Blow-ups gewonnen wird, auch eine reell-analytische Metrik
nicht-positiver Kriimmung auf Blow-ups von Divisoren in entsprechenden komplex-
hyperbolischen Quotienten erhalten 148t. Das nachstehende Ergebnis [483t uns dies
ausschlieBen. Der Grund dafiir liegt hierbei jedoch nicht in der Unterschiedlich-
keit von C“- und C'°°-Funktionen, sondern darin, dafl schon die C*°-Konstruktion
in einer grundlegenden Situation iiberaschenderweise keine Metrik nicht-positiver

Schnittkriitmmung liefert:

Satz 3.1 . Seien CH} und CHY zwei total-geoditisch eingebettete Codimension 2-
Untermannigfaltigkeiten in CH?, die sich in einem Punkt orthogonal schneiden.
Mit K1 und Ko seien die Killingfelder zu den Rotationen um diese Unterman-
nigfaltigkeiten bezeichnet. Sei ferner h : [0,00) — [0,00) eine C®- bzw. ei-
ne C¥-Funktion mit h(0) > 0. Dann lassen sich die Riemannschen Metriken
go + h(x)ay?(-, K1) (K1, -) und go + h(x)a (-, Ki) (K, -) +
h(xa) x5 2 (-, Ka) (Ka, - ) auf CH®> ~ (CH; UCHY) zu vollstindigen Riemann-
schen Metriken der Klasse C® bzw. C¥ auf dem Blow-up M* — CH? wvon
CH} UCH) ¢ CH? fortsetzen. Es treten dabei stets positive Schnittkrimmungen

auf.

Gehen wir vom Blow-up einer Familie sich paarweise orthogonal schneidender
total-geoditischer Untermannigfaltigkeiten der Codimension 2 in einem kompakten
CH" /T aus, so erfolgt die Definition einer [AS2] entsprechenden Metrik durch ei-
ne Poincaré-Reihe in der universellen Uberlagerung, d.h. in CH". Dabei wird die
Standardmetrik von CH" in Richtung der Killingfelder zu Rotationen um die Ur-
bilder der angesprochenen Untermannigfaltigkeiten gestreckt. Diese Urbilder sind
eine abzéhlbare Familie von total-geodétischen CH™ ', In jedem Punkt lassen sich

die bei der Kriimmungsberechnung auftretenden Terme in die schon erwéhnten



Nah- und Fernwirkungsterme einteilen, wobei die Nahwirkungsterme von denjeni-
gen CH" ™! stammen, die einen ,kleinen“ Abstand zu dem Punkt besitzen. Die
Berechnung der aus diesen Termen stammenden Kriimmung entspricht in CH? ge-
nau derjenigen, die Satz 3.1 zum Gegenstand hat. Die Fernwirkungsterme dagegen
liefern nur einen sehr kleinen Beitrag, mit dem das Auftreten positiver Schnitt-
kriitmmung auf dem Divisor nicht kompensiert werden kann. Damit ist erklirt,
warum eine entprechend [AS2] durchgefiihrte Konstruktion schon in CH? nicht zum
Erfolg gefithrt werden kann. Diese relativ grobe Argumentation sollte im Anschlufl

an Kapitel 2 verstdandlich sein.

Streckungen der Standardmetik des komplex-hyperbolischen Raumes ziehen sich
als Leitfaden durch die gesamte Arbeit. In Kapitel 1 bereiten wir die Grundlage fiir
diese Konstruktionen, indem wir die komplex-hyperbolische Geometrie bis zu den
von uns konkret benstigten Objekten (Gradientenfelder von Abstandsfunktionen
zu total-geodiitischen CH" ! und Killingfelder zu Rotationen um die CH" ') ent-
wickeln.

Kapitel 2 bildet den Hauptteil dieser Arbeit. Durch Ubernahme der in [AS2] ent-
wickelten Konzepte erzielen wir Satz 2.5 und die oben zitierten Sétze 2.18 und 2.19.
Dazu strecken wir die Standardmetrik von CH" in Richtung der erwihnten Gradi-
entenfelder. Eine Poincaré-Reihe erlaubt den Ubergang zu kompakten Quotienten.
Vollstandigkeit der Metrik 148t sich durch die Wahl geeigneter Streckfunktionen auf
dem Kompliment des Divisors erzielen und die reelle Analytizitéit der Metrik erhal-
ten wir aus der Holomorphie einer geeigneten Komplexifizierung. Wir diskutieren
ausfithrlich die Unterschiede zwischen Streckungen mit reell-analytischen Funktio-

nen und C'*°-Funktionen mit geeignetem Tréger.

In Kapitel 3 erzielen wir den bereits besprochenen Satz 3.1 mit Hilfe einer Ko-
ordinatenrechnung. Die Metrik von CH? wird dabei — wie oben beschrieben — in
Richtung von Killingfeldern gestreckt. Wir vergleichen die Konstruktion in H* mit
der dazu analogen in CH? und geben eine Begriindung dafiir, warum sie in dem

einen Fall gelingt, in dem anderen jedoch scheitert.

Kapitel 4 schlielich behandelt die Frage, inwieweit sich durch spezielle hermi-
tesche Streckung (eine Kombinationen von Gradienten- und Killingfeldstreckung)
der Standardmetrik von CH" eine Kihlermannigfaltigkeit erzielen 1i3t. Wir erhal-
ten als Antwort das negative Ergebnis in Satz4.1. Dieser Satz zeigt auch, dafl es
sinnlos ist, zu versuchen, auf den Blow-ups von Divisoren in kompakten Quotien-
ten CH" /T bzw. auf den Komplimenten dieser Divisoren durch eine entsprechende

Poincaré-Reihe eine Kidhlermetrik zu definieren.

Die Anhénge beinhalten Definitonen und Lemmata, deren ausfiihrliche Diskussi-
on an den benétigten Stellen den Gedankengang unterbrochen hétte. So behandelt
Anhang A die fiir die gesamte Kriimmungsberechnung in Kapitel 2 grundlegende
Definition des @®-Produktes und einige seiner Eigenschaften. In Anhang B haben
wir der Vollsténdigkeit halber eine in Kapitel 1 verwendete Tatsache {iber Spiegelun-

gen in einem lokal-symmetrischen Raum bewiesen. Anhang C enthélt ein Verfahren,



um Matrizen bestimmter Gestalt explizit zu invertieren, und dessen Anwendungen
in Kapitel 2. In Anhang D letztlich beweisen wir mit Hilfe einer Symmetrieforderung
einige in Abschnitt 2.6 bendtigte Lemmata.

1. KOMPLEX-HYPERBOLISCHE (GEOMETRIE

Der komplex-hyperbolische Raum CH" stellt ein Standardbeispiel fiir eine reell-
analytische, homogene Riemannsche Mannigfaltigkeit dar. Er bildet mit den ande-
ren hyperbolischen Réumen H" = RH", HH" und OH? die symmetrischen Riéumen
vom nicht-kompakten Typ mit Rang 1. In gewisser Hinsicht ist er das Gegenstiick
zum komplex-projektiven Raum CP™ im Bereich negativer Kriimmung. Viele Kon-
struktionen lassen sich in beiden Féllen vollig analog durchfithren und verhalten
sich #hnlich dual zueinander wie die von H" C R™! und S" c R™ . So gesehen
gehoért CH™ zu den einfachsten Modellrdumen. Wir diskutieren in diesem Kapitel,
das die Grundlage der folgenden bildet, die elementaren Eigenschaften von CH"
ausfiihrlich und erklidren somit auch die von uns verwendete Notation. Erst im letz-
ten Teil des zweiten Abschnitts behandeln wir speziellere Themen wie Rotationen

um und Abstandsfunktionen zu total-geodiitischen CH" ™.

1.1. Grundlagen. Wir bezeichnen mit ¢ := ((-, -)) := —d2%dz® + d2'dz' + ... +
dz"dz™ die hermitesche Form der Signatur (n,1) auf C @ C" und mit C™! den
mit dieser Form versehenen komplexen Vektorraum, desweiteren mit ¢ = Req die
Standardform der Signatur (2n, 2) auf dem als reellen Vektorraum aufgefaiten C™1.
M?*H = {2 e C™1|q(z,2) =—1} ist eine reell-analytische Untermannigfaltigkeit
der Codimension1 von C™! mit T,M*"™ = {w e C™'| ¢(z,w) = 0}. Auf ihr
stellt q| 7, ar2nt1 7, pr2nn €ine Lorentz-Metrik dar.? Die kovariante Ableitung V von
Vektorfeldern® Y auf M?™! in Richtung X ist gegeben durch den Tangentialanteil
der kovarianten Ableitung auf C™1: @’(Yﬂz = (dgY},)"", wobei X und Y in der
iiblichen Weise auf eine offene Umgebung von z in C™! fortgesetzt werden.

U(1) operiert isometrisch auf M?™! vermége (\,z) — A - z. Der komplex-
hyperbolische Raum CH" ist der topologische Quotient M?™/U(1) und 7 :
M?* — CH", z+ U(1)-z die kanonische Projektion. Wir betrachten die Abbil-
dung ¢ : CH" — Ben(0,1), U(1)z — (len e z—o) und die reell-analytische Abbil-

dung v : Ben (0,1) — M2™ 0 (wh . . w") = wi= (Lwh, ... w") — %w
—q(w,w
gemif dem folgenden (nicht-kommutativen) Diagramm:

M —"— CH"
(1.1) ‘w\ ¢l
Ben(0,1)
Da m o1 offensichtlich die stetige Umkehrfunktion zu ¢ darstellt, ¢ o m stetig

2Jedes z € M2™H 1Bt sich mit Hilfe des Gram-Schmidtschen Verfahrens zu einer g-ON-Basis
z,e1,...en von C»! ergéinzen. Damit ist iz,e1,ie1,...,ie, eine ¢-ON-Basis von T, M2,

3Mit Vektorfeldern sind in diesem Abschnitt stets reell-analytische Schnitte im Tangenti-
albiindel gemeint.
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ist und CH" die Quotiententopologie trigt, ist ¢ ein Homdomorphismus. CH™ ist
topologisch gesehen also nichts anderes als R?”. Wir legen mittels dieser einen Karte
¢ daher eine analytische Struktur auf CH™ fest.

Die U(1)-Operation auf M?™* 148t sich parametriseren: (¢,2) + ei’z. Zu ihr
gehort das Killingfeld K mit K, = iz. Es gilt Qrixrr <0 und g g g >0 A
Die Abbildung 7 ist eine Submersion, da ker(dm) = R-K ist und somit der Ho-
rizontalraum H, := [_(é =zt = {weC™| (z,w) =0} und T(,)CH" isomor-
phe Vektorrdume darstellen. Deswegen und wegen der analytischen U(1)-Operation
ist m eine Faserung, die sogenannte Hopf-Faserung. Man kann unmittelbar mit-
tels M — CH" x U(1), 2+ (U(1)-z, %) eine globale Trivialisierung von
m : M? - CH" angeben. Die reell-analytische Abbildung o := 1 o ¢ ist
ein Schnitt in diesem Faserbiindel, d.h. 7 o ¢ = idcyg» . Um zu zeigen, daf} ei-
ne Abbildung f : CH"™ — R reell-analytisch ist, geniigt es, diese Eigenschaft fiir
f:: fom: M?1 5 R nachzuweisen, denn es gilt f = fo o.

Vektorfelder X auf CH" lassen sich in eindeutiger Weise durch X 1o = (dmyp,) ™
X|r(z) zu horizontalen Vektorfeldern X auf M2 liften. Mit A€ U(1) bezeichnen
wir auch die Isometrie z — Az auf M2, Aus 7o\ =7 folgt dann dmin.-dN|; =
dm, und damit dm)y. - /\X|Z = X|7T (z) = dm)x; - X|>\Z. Da AX horizontal ist, gilt
also X X|x: = =X - - Ist andererseits X ein Vektorfeld auf 12" mit der Eigenschaft
dm,- X‘Z =dmy,- XMZ , so 148t sich iiber X o7 = dm - X ein Vektorfeld auf CH"

erkliren, denn wegen X, = dm|(p) - X lo(p) ist X ein reell-analytischer Schnitt.

Auf CH" wird nun eine Riemannsche Metrik go = (-, - ) so erkldrt, dal =
zu einer pseudo-riemannschen Submersion wird: go(X,Y)), = q()~(|z,1~/z), wobei
z € 7 1(p). Wegen X Az = )‘)?Iz ist sie wohldefiniert. Sie ist reell-analytisch, da
90X, Y)p = 4(Xjo): Vo) und Xiog) = doy, - X + (doy, - X, 0(p)) 0 ().
Bezeichnet V die kovariante Ableitung von Vektorfeldern auf CH™ beziiglich gg, so

gilt VxY = d7r~6)}?, denn dieser Zusammenhang ist metrisch und torsionsfrei.

CH"™ ist eine K&hler-Manigfaltigkeit: Die Multiplikation mit ¢ auf dem Hori-
zontalraum liefert ein Feld J von involutiven Automorphismen Vermége Jip Y|p
d7r|z-i-§7z , wobei z € 77 1(p). Wohldefiniertheit folgt aus dmi- Y, = d(7ro)\)|z iY.
=dm, i Y|,\Z J ist reell- analytlsch da J), Y|, =dmjspi Y‘(,(p) Weil i-Y hori-
zontal ist, ist weiterhin JY =iY und daher J-JY = —Y . Beziiglich J ist gg eine
Hermitesche Metrik, denn es gilt (J-X,J-Y) = q(iX, zY) = q(X Y) = <X Y).
Dariiberhinaus ist J kovariant-parallel: VxJ - Y = dr - Vv.] Y —J-dm- VXY =
dm - ((dg (Z)N/)) — Z(d)?Y) ) = 0. Damit ist die Kihler-Bedingung erfiillt. Die
entsprechende Kéhlerform ist gegeben durch wo(X,Y) = go(J-X,Y).

U(n,1) operiert als Gruppe von Isometrien transitiv auf M?**! und - da
Hopf-Fasern dabei auf Hopf-Fasern abgebildet werden — auch auf CH"™ vermége
A(r(z)):=m(A-z), A€ U(n,1). CH" ist daher ein homogener Raum. Der Stabili-
sator von (1,0) unter der U(n, 1)-Operation besteht aus Matrizen der Form (§ ),

dpir X e T, M2 st XL = {V € T.M2"H | ¢(X,Y) = 0}.
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wobei A € U(n). Die Operation des Stabilisators auf H, ¢y ist die normale U(n)-
Operation auf C". Er stabilisiert m(1,0), und wir haben auch auf 7. (; o)CH" eine
entsprechende U (n)-Operation. Diese wird spéiter benstigt. CH"™ ist global symme-
trisch, da (§ ) € U(n,1) eine involutive Isometrie von CH" liefert, die 7(1,0)

als isolierten Fixpunkt besitzt, und CH" homogen ist.

Samtliche Geodétischen von CH"” lassen sich explizit beschreiben: Sei pe CH" ,
X €T,CH" mit |X|=1.Ist zer '(p) und X der horizontale Lift von X, so ist
(t) = cosht-z+sinht- X eine horizontale Geodétische von M2 d.h. %é(t) =0
und E(t) € Hypy VtER, und damit 7o ¢ die Geoditische von CH" mit ¢(0) = p,
¢(0) = X, wie sich unmittelbar nachrechnen 148t. Da die Geodéitischen auf ganz R
erklért sind, folgt unmittelbar, dafl CH™ vollsténdig ist.

Auch die Jacobifelder stehen uns direkt zur Verfiigung: Um lédngs der
Geodétischen ¢ mit ¢(0) = p = 7w(z) und ¢(0) = X, |X| =1 das normale Jacobi-
feld Z mit Z(0) =0, ¥ Z(0) =Y, |[Y| =1, (X,Y) =0 zu bestimmen, betrachten
wir den horizontalen Lift ¢ von ¢ sowie eine Variation von ¢, die aus horizontalen
Geodétischen von M?™ besteht: ¢(s,t) = cosht - z + sinh¢ (cos's - X +sins- }N/) ,
s,t € R. Dieser Variation entspricht eine geoditische Variation ¢ = w o ¢. Auf
M?"1 gehort zu ¢und Y das normale Jacobifeld Z(t) = 2&(s,t) 4= = sinht-Y (t),
wobei durch ?(t) =Y ein paralleles Vektorfeld ldngs ¢ erkldrt wird. Das norma-
le Jacobifeld zu ¢ und Y ist gegeben durch Z(t) = %c(s,thszo = dm) E(t)
=sinht- d7r|5(t)~17(t) =sinh¢-Y(t), wobei Y (t) = d7r|5(t)~17(t) . Um diese letzte Be-
ziehung in intrinsischen Daten zu beschreiben, betrachten wir zwei Speziallfille, aus
denen sich die allgemeine Situation ergibt, und legen dabei zugleich die Grundlage
fiir die Kriimmungsberechnung;:

Sei zunéichst (Y,J-X) =0, d.h. insgesamt (X,Y)) = 0. Dann ist Y (¢) hori-

zontal fiir alle ¢ € R und damit Y(£) = Y (¢). Somit folgt aus %)A/(t) = 0 sofort
YY(t) = 0. Das gesuchte Jacobifeld Z ist also gegeben durch Z(t) = sinht Y (¢),
wobei Y'(t) die parallele Fortsetzung von Y ist. Die Jacobifeld-Gleichung liefert
dann Ry (Z(t),¢é(t))é(t) = —%Z(t) = —Z(t). Aufgrund der Symmetrie von CH"
liefert Differentiation Ry (3 Z(t),é(t))é(t) = —3 Z(t) . Ausgewertet bei ¢ = 0 folgt
Ro(Y, X)X =Y.
Nun sei ¥ = J-X. Dann errechnet sich der horizontale Lift von Y zu ?(t) =
X+ (X, E(t)) &(t) = cosh t-ic(t) , und daher ist Z(t) = sinh ¢ cosh t-J|.4)¢(t) . Da-
bei ist J+¢ parallel lings c. Es gilt deshalb Ro(Z(t), ¢(t))é(t) = —%Z(t) =—-42Z(1).
Analog zur vorigen Betrachtung folgt Ro(Y, X)X = —4Y .

Aus beiden Féllen 148t sich leicht ableiten, daf fiir die Schnittkriimmung —4 <
K(CH") < —1 gilt. Damit erweist sich CH" als Hadamard-Mannigfaltigkeit®. Die
Ungleichung ist scharf fiir n > 2, dagegen gilt K ((CHl) = —4. CH' ist also nichts
anderes als ein skalierter H?. Desweiteren erkennt man, dafl fiir beliebige X,Y €
T,CH" gilt:

(1.2) Ro(Y, X)X = —3(Y,J-X)J-X — (X,X)Y + (Y, X) X.

5Siche [BGS].
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Anwendung der Identitét
3R(X,Y)Z =R(X,Y+2)(Y+Z) - R(Y,X+2)(X+2)

(13) —R(X, Y)Y +R(Y,X)X —R(X,2)Z + R(Y, Z)Z
liefert

Ro(X,)Y)Z = (X,2)Y — (Y, Z) X
(1.4)

X, 2)JY - (JY,2) ] X +2(J-X,Y)JZ.
Damit erhalten wir den (4, 0)-Kriimmungstensor Rg = (Ro(-, ), )=
(1.5)
RYX,Y;2,W) = — (X, W) (Y, Z) + (X, Z) (Y, W)
—wo(X, W) wo (Y, Z) + wo(X, Z) wo(Y, W) +2wo(X,Y) wo(Z, W)

= —(90® g0 + wodwo)(X,Y; Z,W).
Die Definition des @-Produktes zweier Bilinearformen findet sich Anhang A. Dort
wird auch gezeigt, dal 0 < woEwe(X,Y;Y,X) < 3g0®90(X,Y;Y, X) gilt. An

dieser Ungleichung 148t sich die Schnittkriimmung von CH™ erneut ablesen.

Die explizite Kenntnis der Jacobifelder gestattet desweiteren die Berechnung der
Volumina metrischer Bélle. Bezeichnen vg, und vexp: 4, die kanonischen MaBe auf
(CH", go) bzw. (T,CH",exp;, go) sowie p das kanonische Maf} auf (L,CH", go), w
das kanonische Maf3 auf {XEY;,(CH” ’ | X| = go(X, X)% = 1} und ist eq,...,eo,
eine ON-Basis von (T,CH", go), so ist das Volumen gegeben durch

Vgo (B(p7 R)) = exp,, Vg, (B(O, R) C T;(CH") = Vexp3 go (B(O, R))
/ \/det (exp} gojx (€4, €5)) dps
B(0,R)
R
/ / t2"_1\/det(exp;;go‘tX(ei,ej)) dw dt
0o Jix|=1

R
/ / th_l\/det<go|cxpp(tX)(Wi(1)? Wj(l))) dw dt 5
0 | X|=1

wobei W; ein Jacobifeld lings s +— exp,(stX) mit W;(0) =0 und X W;(0) =e;
ist. Da die Gram-Determinante unabhéngig von der ON-Basis ist, 148t sich insbe-

sondere jeweils e; = X und ey = J-X wihlen; desweiteren ist W;(s) = 1Z;(st),
falls Z; das Jacobifeld lings s — exp,(sX) mit Z;(0) =0 und X Z;(0) =€;, und

wir haben

(1.7)
1
gOIexpp(tX)(Wi(l)’Wj(l)) = ﬁgolexpp(tx)(zi(t)aZj(t>)
t2 0 0
0 sinh?¢ cosh?t o ...... 0
:l 0 0 sinh?t 0 ... 0
t2



und somit

(1.8) g2n—1 \/det(go‘expp(tx)(Wi(l),Wj(l))) = sinh® "¢ cosht.

Insgesamt folgt
1 ' n
(L9)  vol(B(p.R)) = vol(§>"~",can) o sinh™" R = T sinh™ R.
n n!
Das Volumen eines Balles héngt also, von der Homogenitéit erzwungen, nur vom

Radius ab.

1.2. Total-geoditische Untermannigfaltigkeiten. CH" besitzt eine grofie Zahl
von total-geodiitischen Untermannigfaltigkeiten®, jedoch fiir n > 2 keine der Codi-

mension 1. In diesem Fall lassen sie sich wie folgt klassifizieren:

(1) Durchschnitte von komplexen k+1-dimensionalen Unterriumen E von C™!
mit M2 liefern 2k-dimensionale total-geoditische Untermannigfaltigkei-
ten w(E N M?™1) von CH". Dabei koénnen nur ,zeitartige* Unterrdume,
d.h. Unterriume, fiir die es ein v € E mit {(v,v)) <0 gibt, M?>"" schnei-
den. DaBl w(E N M?™1) total-geodiitisch ist, Lt sich leicht daran erken-

nen, daf§ E die Fixpunktmenge der linearen Isometrie ¥ € U(n,1) mit

Vg =1dg, Yjpr = —idgr von M?™ ist. Die Struktur der Untermannig-
faltigkeit wird klar, wenn man die isometrische Einbettung F : M?¥1
M2 (2921 2F) = 20w + ..+ 2Fwy, betrachtet, wobei wy, . .., wy

eine ¢-ON-Basis von E darstellen. F bildet Hopf-Fasern auf Hopf-Fasern
ab, d.h. F(Az) = AF(z) fir A € U(1). Das ermdglicht die Definition
der isometrischen C“-Einbettung F : CH" < CH" geméiB dem folgenden

kommutativen Diagramm:

M2k+1 ™ CHk

ﬁlg Flg
EnmM* T n(ENnM?>™) —— CH"

Anhand des Diagramms und der Surjektivitdt von dm erkennt man, daf
dm ein Isomorphismus zwischen dﬁz "H, ={Z€E|{(Z F(z) =0} =
ENHg) wd T 7., (m(E N M) ist. Berticksichtigt man die expli-
zite Kenntnis der gelifteten Geodétischen, so folgt aus dieser letzten Be-
merkung noch einmal, dafi 7(E N M?*1) total-geodétisch ist, denn ist ¢
eine Geodétische mit ¢(0) = p und ¢(0) = X € T, (xm(E N M?*™)) | so ist
&(t) = cosht-z+sinht- X fiir ein z € 7~ 1(p) und somit ¢(t) € EN Hzyy
also ¢(t) € Ty (m(E N M)

Zu p € CH" und paarweise orthogonalen Vektoren Xi,.J-X1,...,Xg,J-
Xy € T,CH" findet sich ein total-geodétischer CH* = exp,, (spanR{Xl, J-
X, ..., X, J-Xk}) , der durch F = spang{z, Xi,... ,)?k} gegeben ist, wo-
bei zer 1(p).

Anzumerken verbleibt, da der Unterraum E durch den CH” eindeutig

OMit »total-geodéitische Untermannigfaltigkeit® meinen wir im folgenden ,,vollstdndige, total-

geoditische Untermannigfaltigkeiten®.
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bestimmt ist: Ist 7(Ey N M?™1) = 1(Ey N M?™1) | so folgt unmittelbar
aus der Tatsache, daf F; und Es komplexe Unterrdiume von C™! sind,
Ei N M?*H = By 0 M?* und daher E; = E,." Ist e, e1,...,e, eine
G-ON-Basis von C™! und spang{eo,...,ex} der komplexe Unterraum zu

einem CH* ¢ CH", so heiBt der durch spanc{eg, €41, .-, €n} eindeutig
bestimmte CH" % ¢ CH" der zu CH duale CH"*.

(2) Durchschnitte von reellen k+ 1-dimensionalen zeitartigen Unterrdumen E
von C™! mit M2 liefern k-dimensionale total-geodiitische Untermannig-
faltigkeiten (ENM?™™1) von CH". Fiir diese Unterriume gilt EN(iE) = ()

oder dquivalent E = spang{wy, ..., wg}, wobei wy, i-wp,.. ., Wk, fwy paar-
weise orthogonal sind und {wg,wp)) = —1. Die Abbildung F : QT —
EnM? (20 2. . ,xk) — 2%wg + . ..+ zFwy, ist eine isometrische Ein-

bettung von Q= {zxeR"! | —(2°)2+(2')2+.. .+ (z¥)? =—1, 20>0} nach
M2 wobei F(QY)NU(1)-F(z)=F(z) gilt, also in jeder Hopf-Faser nur
ein Bildpunkt liegt. Dadurch erh&lt man eine isometrische C*-Einbettung
F:Hf < CH", F=noF.

QT == H*

ol ls
Enm? T n(EnM?*™) —— CH"

dm ist ein Isomorphismus zwischen dﬁaj - T,Qt = ENH Fx) und
Tr(e) (m(E N M?*)) . Genau wie oben folgt, daB w(E N M?>™) total-
geodétisch ist.

Zu p € CH" und Xy,J-Xi,..., Xy, J-Xi € T,CH", paarweise ortho-
gonal, findet sich ein total-geodétischer HF = exp, (spanR{Xl, cee Xk}) .
E =spang{z, X1,..., X}, wobei zex 1(p), liefert das Gewiinschte.

Der Unterraum E ist durch 7(E N M?™) = H* nicht eindeutig festgelegt:
Aus 7(Ey N M?*™) = 7(Ey N M2 folgt fiir z € By N M?*™ nur, daB
Az € E;NM?™ fiirein A € U(1). Dann liefert Ty (,)H* = drmy,-(E2NH.)
=dm, - (EyNH,) =d(mo)), - (E1NH,) = dnm; - ((AE1) N Hy.), daB
AE, = E5 . Umgekehrt liefern F, und AE; tatsichlich den gleichen H*.

Um die Vollstdndigkeit dieser Aufzéhlung zu beweisen, beschrinken wir uns
zunéchst auf den Fall n=2 und Codimension 2: Es sei also V eine total-geodétische
Untermannigfaltigkeit der Codimension?2 in CH?, p € V. Dann ist V = exp, W,
W =T,V. Seien X,Y eine ON-Basis von W. Wir betrachten die Geodétische ¢ mit
¢(0) = pund ¢(0) = X sowie das Vektorfeld n lings ¢ mit n(0) = Y und Yn(t) = 0.
Da V = exp, (span{¢(0),n(0)}) total-geodétisch ist, gilt Ty.;)V = span{é(t), n(t)}.
Das Jacobifeld Z mit Z(0) = 0 und 3, Z(0) =Y ist das Variationsvektorfeld der zu-
vor angegebenen geoditischen Variation c(s, t); es gilt ¢(s,0) = coss- X +sins-Y €
T,V, woraus c(s,t) € V fiir alle s,t € R folgt und damit Z(t) € T,V fiir al-
le t € R. Da Jacobifelder mit normalen Anfangsdaten normal bleiben, ergibt sich

st By = spang{wo, ..., Wk}, wobeil wo,i-wo,...,wg,i-wg paarweise orthogonal sind und
{wo,wo)) = —1, so sind wp € M2 und V2wo +w; € M2 fiir 1<1<k.
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Z(t) = f(t) - n(t) fir alle ¢ € R. Dabei ist f eine reell-analytische Funktion mit
f(0) = 0 und f(t) # 0 fiir t # 0, da es keine konjugierten Punkte gibt. Die Ja-
cobische Differentialgleichung liefert dann f(t) - n(t) + f(t) - Ro (n(t),é(t))e(t) =0,
d.h. n(t) ist ein Eigenvektor des Endomorphismus Rq (-, ¢(t))¢(t) auf Tc(t)(CHQ. Aus
(1.2) folgt jetzt unmittelbar, daB8 n(t) = +J - ¢(t) oder n(t) € (span{é(t), J~c'(t)})l
Im ersten Fall ist V' geméf (1) ein isometrisch eingebetteter CH', im zweiten geméiB
(2) ein isometrisch eingebetteter H?2.

Als zweites zeigen wir, daf} es fiir n > 2 keine total-geodétischen Untermannig-
faltigkeiten der Codimension 1 in CH™ gibt. Sei daher V' eine solche Untermannig-
faltigkeit. Aufgrund der Homogenitidt von CH" sei 0.E. p = m(1,0) € V. Dann ist
V=exp, W, W=T,V, dimW = 2n—1. Sei ey, ..., ez, eine ON-Basis von T,CH",
derart daf} es, ..., es, eine ON-Basis von W bilden. Wir betrachten die Spiegelung
Se, : X = X —2(X,e1)e; an W. Aus VR = 0 folgt, dal Se, eine Isometrie von
(Z;(CH",exp; go) darstellt®, die 0 € 7,CH" fix 1a8t. Auf T,CH" operiert U(n) als
Stabilisator von 0. Die Spiegelung S, = A+ S, - A1 an A- W mit A € U(n)
stellt somit ein Element des Stabilisators dar. Da die Operation von U(n) auf
1;)1(CH" transitiv ist, lassen sich Spiegelungen S, lings beliebiger Einheitsvektoren
ec J;ICH” erzielen; diese erzeugen die orthogonale Gruppe O(2n), die transitiv auf
{E Cc T,CH" | E 2-dim.-Unterraum} operiert. Damit ist die Schnittkriimmung K,
konstant — im Widerspruch zur Rechnung. Es kann also keine total-geodétischen
Untermannigfaltigkeiten der Codimension 2 geben.

Sei nun V eine beliebige total-geodiitische Untermannigfaltigkeit von CH", p €
V,W=1,V,dimV =dim W = m. Sei X;,J-X1,..., Xk, J - Xpeine ON-Basis von
WNJ-W und Yi,...,Y; eine ON-Basis von (W N J-W)L. Wir treffen die folgende
Fallunterscheidung:

k#0,1+#0:
Da Durchschnitte total-geodédtischer Untermannigfaltigkeiten total-
geodiitisch sind und durch X, J-X;, Y7, J-Y; ein total-geoditischer CH? ge-
geben ist, ist VNexp, (span{ X1, JX1, Y1, JY1}) = exp, (span{X1, J-X1,Y1})
total-geodétisch. Damit hétten wir jedoch eine total-geodétische Codimen-
sion 1-Untermannigfaltigkeit in CH? gefunden, was den vorangegangenen

Uberlegungen widerspriche. Dieser Fall ist also ausgeschlossen.

kE=m/2,1=0:
Gemif Aufzihlungspunkt (1) liegt ein total-geodétischer CH" vor.
k=0,1=m:

Y1,...,Y,, ist in diesem Fall eine ON-Basis von W. Seien 1 < p < v < m be-
liebig und Y),, J-Y),, Z, J-Z eine ON-Basis von W, := span{Y,,,J-Y,,.Y,, J-
Y,}. exp,(W,,) ist damit ein total-geodétischer CH?. V N exp, (W) =
exp,, (span{Y,“Y,,}) ist total-geodétisch. Wegen Y,, # +J-Y,, folgt aus der
Kenntnis sédmtlicher total-geodétischer Untermannigfaltigkeiten der Codi-
mension2 von CH?, daB (Y,,J-Y,) = 0. Da p und v beliebig waren,

8Sjehe Anhang B.
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bilden Yi,J-Y1,...,Y,J Yy, ein paarweise orthogonales System. Nach
Aufzéhlungspunkt (2) liegt daher ein total-geodétischer H™ vor.

Damit sind sdmtliche total-geodétischen Untermannigfaltigkeiten von CH™ in der
Aufzdhlung erfaf3t.

Direkt aus dem Durchschnittverhalten der zugehorigen Unterrdume folgt das

Durchschnittverhalten der total-geodétischen Untermannigfaltigkeiten:

e Sei 1 < k < I < n. Der Durchschnitt eines total-geodétischen CH*
mit einem total-geodétischen CH' ist entweder leer oder ein CH™ mit
min{0,k+Il—n} < m < k, wobei wir unter CH° einen Punkt verstehen.
Die zugehorigen komplexen Unterriume E; und Ey von C™! schneiden sich
némlich in dem komplexen Unterraum E; N Ey. Ist z € By N EyN M2+

i

so sind By Nzt und Es N z% zwei komplexe Unterrdume von z mit

Codimensionen n—k und n—1, die sich demzufolge in einem komple-

L mit einer Dimension von mindestens k+1—n

xen Unterraum von z
schneiden. Enthéalt dagegen E; N Fs keinen zeitartigen Vektor, d.h. gilt
Ey N Ey N M2t = 0, so sind CH* und CH' zwangsliufig disjunkt.
Zu einem durch den Unterraum E gegebenen CH" ' gibt es stets un-
endlich viele disjunkte CH" ', Ist némlich eo,...,e, eine ON-Basis von
C™! mit (eg,e0)) = —1 und E = spanc{eg,...,en_1}, so bilden die
7 (spanc{eo + pen, €1,... en_1} N M?™1) fir € C mit [u| < 1 eine
Schar disjunkter CH" .

e Sei 1 <k <n und 2 <! <n.Der Durchschnitt eines total-geodéatischen
CH" mit einem total-geodiitischen H' ist entweder leer oder ein H™ mit
min{0,k+I{—n} < m < min{k,l}, wobei mit einem H' eine Geodétische
und mit einem H° ein Punkt vorliegt. E; sei der zu CH* gehorende kom-
plexe Unterraum von C™' und F5 der zu H' gehorende reelle Unterraum.
Ist 2 € By N EynN M2+ so sind F; Nzt und spang(Ez N zLt) zwei

L mit Codimensionen n — k und n — [,

A1

komplexe Unterrdume von z

die sich in einem komplexen Unterraum von z— mit einer Dimension
von mindestens k + [ — n schneiden. Der Durchschnitt dieses Unterraums
mit Fy N 21 liefert einen reellen Unterraum derselben Dimension. Gilt
andererseits Ey N Fy N M2 = (| so folgt direkt CHF nH! = 0.
Zu einem durch spanc{eg,...,e,—1} gegebenen CH"! findet sich mit
m(spang{eg +avier, e1,...,en} N M?™1) fiir 0 < a < 1 eine Schar dis-
junkter H", falls eg,...,e, eine ON-Basis von C™! mit ((eg,eo)) = —1
ist. Umgekehrt gibt es auch zu einem durch spang{eo,...,e,} gegebenen
H" mit ﬁ(spanc{\/§60+)\en, €1y, en_l}ﬁMQ"H) , wobei A € U(1) und
A # 1, stets unendlich viele davon disjunkte CH" .

e Sei 2 < k <1 <n.Der Durchschnitt eines total-geodatischen H* mit einem
total-geodétischen H' ist entweder leer oder ein total-geoditischer H™ mit
0 < m < k, denn die Durchschnitte reeller Unterrdume sind wieder reell.
Zu jedem H" findet sich in W(SpanR{eo—I—aiel, €ly.-yent N M2"+1) fiir
0 < a < 1 eine Schar disjunkter H", falls eq,...,e, eine ON-Basis von
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C™! mit ((eg,e0)) = —1 und spang{eo,...,e,} der zugehdrige Unterraum
ist.

Rotationen um total-geodétische CH™™ lassen sich wie folgt beschreiben:
Wir betrachten den zu einem gegebenen CH™™ gehérenden Unterraum E =
spanc{eg,...,en—1} C C™'  wobei eg,...,e, eine g-ON-Basis von C™! mit
{eg,e0)) = —1 ist, sowie die Einparameter-Gruppe von E-fixierenden Isometrien
0 R/27Z — Un,1), () -2z = 2+ (69 —=1) (z,en) €n, dh. () - e = ex,
fiir 0 <k<n-—1,und 5(4,0) ce, = e - e, .2 Auf diese Weise erhalten wir eine
Einparameter-Gruppe von Isometrien 9 : R/27Z — Iso(CH"), die den CH™ " fi-
xieren, vermége 9(p) - p = w(J(p) - z), mit z € 7(p) beliebig. Das zugehérige
Killing-Feld lautet

0 o ~
(1.10) Kin(z) = %(ﬁ(w)’ﬂ(z))wzo - d“\i' %(19(90) ' Z)w:o
= dmz -1 <<Z7 6n>> €n = dﬂ\z ’ K‘Z’
wobei
(1.11) I~(|Z = i{z,en) en +1i |z, en)|?2

der horizontale Lift von K\, (.) ist. Als Abkiirzung fithren wir

(1.12) Ty = T = 1z enl?

ein, dann gilt

(113)  (Kpn(e)s Kin(e)) = 4(Kjzs Kj2) = T2(14 7)) = @) (L+ Tin(z))-

Desweiteren bezeichnen wir mit ¢ := z72(14+z) 2K das auBerhalb des CH"™*

erklédrte normierte Killing-Feld.

Im folgenden beschiftigen wir uns niher mit der Abstandsfunktion r(-) =
dist( - ,CH™™). Da der CH™" total-geodiitisch eingebettet ist und CH" eine
Hadamard-Mannigfaltigkeit ist, wird der Abstand r(p) eines Punktes p = m(z)
von dem CH™ ™ durch genau eine Geoditische ¢ realisiert, die den CH™™ in einem
Punkt ¢ = 7(w), w € ENM?™ | senkrecht schneidet. Sie sei ohne Einschrinkung
so parametrisiert, dafl ¢(0) = ¢ und ¢(r(p)) = p. Ferner setzen wir X := ¢(0). Die
Geoditische ¢ lafit sich horizontal liften zu ¢(t) = cosht - w 4 sinht - X . Wegen
(X,w) =0 gilt (&), X)) = sinht, insbesondere also |{(z, X))| = sinhr(p). DaB
¢ den CH™" senkrecht schneidet, bedeutet ¢(X,E N H,) = (X, T;CH"™) = 0.
Weil ENH,, ein komplexer Unterraum ist, folgt (X, ENH,) = 0. Zusammen mit
(X, w) =0 ergibt sich (X,E) =0, von daher gilt X = X-e,, fiir ein A\ € U(1).
Insgesamt erhalten wir aus diesen Uberlegungen:

(1.14) [{(z,en))] = sinhr(ﬂ(z)),
(1.15) x = sinh®r.

9Um die Formeln moglichst iibersichtlich zu halten, beschrinken wir uns bei den Rotationen

auf positiven Drehsinn, die Rechnungen gelten fiir negativen Drehsinn analog.
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Aus diesem Grund wird = von jetzt an in doppelter Bedeutung benutzt. Neben der
urspriinglichen Definition als C*-Abbildung auf CH" sei mit = auch einfach die
Funktion 7~ sinh® 7 bezeichnet.

Das zu r gehorende Gradientenfeld v = gradr ist aufgrund allgemeiner Ergeb-
nisse ein Einheitsvektorfeld. Aulerdem ist es orthogonal zu & wegen r(9(p) - p) =
r(p) = 0= 6w< r(9(p) ~p))|(p:0 = dr, - K|, = (v, K}p) . Um jedoch die Be-
ziehung zwischen v und & genau wiederzugeben, rechnen wir v explizit aus. Dazu
fithren wir die Funktion 7 =r o, 7(z) = Arsinh(|{(z,e,))|) ein und benutzen die

Definition des Gradienten:

(1.16)
(v,2) = dgzr = dzr
1
= ————=d;[|{(2,¢en
T e 2 e
1 1 1/ ~ -
N T+ [{(z en) 2 (2 en) i) (((Z,en>> {(z,en)) + (z,en) ((Z,en»)

1 ~
= zZ,enNen, Z) .
Tra ey (el en 2)

Damit ist der horizontale Lift v des Gradientenfeldes gegeben durch

(117) ¥ = 772 (14+2) 72 ({2 en) en + (2, ea))[?2),
und es gilt wegen (1.11)
(1.18) ¢ = J-v und wv=-J-&.

Als niichstes berechnen wir VK auf CH" ~ CH" ! :

VxK = (ﬁ)?f()h
= Jax (i) en+z'|<<z,en>>22)r

= i{(X,en) en + i (X, en) (en,2) 2z + il(z en)|?X
= [z ea)| 2 (X, K)iK + |z ea)]?iX
—(1+ {2, ea?) (X, DT + [z, en?iX .

(1.19)

Damit erhalten wir:

WK = (1+z) ((X,0) = (X, &)v) + = J-X
(1.20)
= (142)D - X + =z J-X,
(1.21) (VxK,)Y) = (142)d(X,Y) + 2 wo(X,Y),

wobei D die 90°-Drehung in der (v,€)-Ebene ist und d( -, -) = (D -, -) =
(-, 0) (&) —={(-,&) (v, -) die zugehorige schiefsymmetrische Bilinearform darstellt.
Speziell gilt:

(1.22) (WK, K) = 27 (1+)? (1+22) (X, v) ,

(1.23) (Vx K, WK) = 2* (X,Y) + (1+z) (1+32) p(X,Y).
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Dabei ist p(+, ) = (-,v) (v, -)+(-,&) (£, -) die positiv-semidefinite Bilinearform
zum Projektor P = (- ,v)v + (-,&) ¢ auf die (v,&)-Ebene.
Auf CH™™ gilt wegen ((z,e,) =0 fiir alle z € 7~ (CH" 1)

—~—

(1.24) VxK = i (X, en)en

und somit
(WK, WK) = Re((X,en) {(en, V)

(1.25) - ~ ~ ~
q(X,en) q(Y,en) +q(X,ien) q(Y,dey,) .

Aus Gleichung (1.23) 148t sich ablesen, dafl p eine auf ganz CH" erkldrbare,
reell-analytische, positiv-semidefinite Bilinearform ist, die fir p € CH™' mit
(Vx K,V K) iibereinstimmt. Es gilt daher fiir den zugehérigen Projektor P auf
cH™

XeckerP < (X,e,) =0,

(1.26) ~
YeimP < YecC-e,.

Das Differential d(9(¢)) der Rotation ¥(¢) um den CH™™ operiert somit als Dre-
hung um den Winkel ¢ auf im P, C T,CH"" und als Identitéit auf ker P, C
TP(CH"_I, denn es gilt fir p € CH™™" mit p = 7(z) und X € Tp(C]HI"_1 wegen
) 2 ==

(1.27) d(9(p)),, X = dw|z~d(5(ga))lz~)~( = dm.-U(p)- X .

Wir betrachten jetzt die folgende Situation: Gegeben sind zwei total-geodatische
CH"™™ in CH", bezeichnet mit CH} " und CHj ", die sich in einem CH™? ortho-
gonal schneiden, d.h. fiir alle p € CH™ N CHy ™ gilt

1 1
T,CH™ N (TP(CH;H N CH;H)) 1 T,CH'n (TP(CH;H N CH;H))

Es gibt also eine ¢-ON-Basis eg,...,e, von C™! mit ((eg,e0)) = —1, so daBl
E, = spang{eg,e2,...,e,} und Ey = spanc{egp,e1,es,...,e,}. In Analogie zu
obigen Uberlegungen setzen wir x; = |((z, ex))|? = sinh®r fiir k = 1,2. Nun laft
sich leicht mittels (1.17) nachrechnen, da8

(1.28) (v1,82) = —(v2, &) = q(V1, 7,7 K2)
-0,
(vi,v2) = (&1,62) = q(v1,72)
(1.29) = 2% (lhar) F 2y (1hae) 7 [z ) [z e2))?

= tanhr; tanhry.
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Wir geben auch eine intrinsische Begriindung dieser Formeln: Die Rotation
V1(p) - p = m(z + (€ —1) (2,e1)) e1) um den total-geoditischen CH} " bildet
CH5™ in sich ab. Daher folgt 7 0 91(¢) = 75 und somit Gleichung (1.28) wegen
0= g5 (r2(V1()- D)) peo = drapp Kijp = (va)p, Kyyp) fiiv alle p & CH} ' UCHZ ™.
Da also (vg,J-v1) = 0 ist, spannen v; und vy den Tangentialraum eines total-
geoditischen H? auf. Dieser H? schneidet die CH™™ in Geodétischen, wie aus der
vorangehenden Diskussion des Durchschnittverhaltens der total-geodatischen Un-
termannigfaltigkeiten folgt, da zum einen der Durchschnitt wegen der verbindenden
Geoditischen nicht leer, zum anderen aber auch nicht der ganze H? ist und der
nicht-leere Schnitt mindestens Dimension eins besitzt. Gleichung (1.29) ergibt sich
dann gemé&fl Abbildung ?? aus der Tatsache, daf} ein geodétisches Viereck mit drei
rechten Winkeln in H? vorliegt.

2. ANALYTISCHE METRIKEN AUF KOMPLEMENTEN VON DIVISOREN

In diesem Kapitel strecken wir die Standardmetrik von CH" in Richtung der Gra-
dientenfelder zu total-geoditischen Untermannigfaltigkeiten der Codimension 2, die
sich paarweise orthogonal in einer Untermannigfaltigkeit der Codimension 4 schnei-
den, in der Weise, dal wir auf deren Komplement eine vollsténdige, reell-analytische
Riemannsche Mannigfaltigkeit erhalten. Eine analoge Streckung der hyperbolischen
Standardmetrik wurde schon in [AS1] behandelt, jedoch mit dem entscheidenden
Unterschied, dafl dort mit C'°°-Funktionen gestreckt wurde, wiahrend wir den reell-
analytischen Fall betrachten. Geht man zu Quotienten iiber, so erfordert dies die
Definition einer Riemannschen Metrik durch eine Poincaré-Reihe und erzwingt so-
mit eine andere Art der Kritmmungsberechnung als in [AS1], wo die Reihen lokal zu
endlichen Summen zusammenbrechen, weil die Triager der C*°-Funktionen geeignet
gewdhlt werden konnen. Wie die analytische Streckung behandelt wird, 148t sich
an [AS2] sehen. Wir {ibernehmen bei unseren Betrachtungen die meisten Konzepte
aus dieser Arbeit. Die Ergebnisse der Uberlegungen sind in Satz2.5, Satz2.18 und
Satz 2.19 festgehalten.

2.1. Grundlagen. Wir gehen aus von einem kompaktem komplex-hyperbolischer
Raum CH"/T' mit n > 2 und total-geoditische Untermannigfaltigkeiten V;,
1 < i < N der Codimension2 mit paarweise orthogonalen Durchschnitten der
Codimension4. pr : CH" — CH"/T' bezeichne die kanonische Projektion. Fiir
n =2 sei zusitzlich angenommen, daf pr—(V;) = U, CH"'. Diese Forderung
ist geméfB Kapitel 1 fiir n > 2 automatisch erfiillt. Es gilt somit 1)7**1(Uf\7:1 Vi) =
U jed CH?_I , mit einer abzihlbaren Indexmenge J. In den weiteren Uberlegungen
nutzen wir nur aus, dafl die Familie ((C]HI?_l) jeg der folgenden Bedingung geniigt
(siehe [AS2]):

Axiom 2.1. Es gibt eine Konstante dy > 0, so daf3

(1) J=Up, Je, NeN, mit dist(CH},,CHY) > 2do fiir alle ji,j> € J,
J1#Jj2und 1<k <N,
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(2) zu peCH" ein g€ CH" mit der Eigenschaft existiert, daf alle (C]HI;‘_l mit
rj(p) < dop den Punkt ¢ enthalten und sich paarweise orthogonal in einem
CH" 2 schneiden™.

Dieses Axiom liefert unmittelbar das folgende Lemma, das benétigt wird, um

Konvergenz der im weiteren auftretenden Reihen zu garantieren:

Lemma 2.1. Sei peCH", dann gilt:

~

(2.1) #{jeJ|rj(p) <R} < sinh®" (R + dy) .

sinh®" d,

Beweis. Sei 1 < k < N beliebig, Jer == {j€Ji|rj(p) < R}. In jedem (C]HI;‘_1
mit j€Jg g existiert ein eindeutiger Fufipunkt p; zu p. Die Bélle Bepr (p;, do) mit
Radius dy um diese Fupunkte sind aufgrund von Axiom 2.1 disjunkt, auflerdem gilt
aufgrund der Dreiecksungleichung Begn (pj, do) C Bemn (p, R + do) . Daher ergibt

sich:
(2.2)
# Jin - vol (Besn (+1do)) = > vol(Bewn (pj,do) ) < vol(Bewn (p, R+ do) )
J€Jk,Rr
Daraus folgt mittels (1.9):
sinh?™ (R + do)
2.3 J < —
(23) #Jer < sinh?®” dj
Wegen Jg :={jeJ|rj(p) <R} = U Jir ist
1<k<N
N : 2n
~ sinh™ (R + do)

24 Jr = J] < N—m ——. (]
(2.4) # Jr kz::l# kR < S dg

Fiir die spéter erfolgende Kriimmungsberechnung und die Konvergenzbeweise ist

es zweckméBig, CH™ durch folgende offene Mengen gemifl [AS2] zu iiberdecken:

Lemma 2.2. Zu jeder beliebigen Teilmenge I C J sei

Ti(p)<d0 Viel, }

(2.5) Ur = {PGCH ri(p) > 3dy Vje JNT

Dann gilt:

(1) #I>n = U[:(Z),
(2) Die Familie (Ur)rcy ist eine lokal-endliche offene Uberdeckung von CH™.

Beweis. Ergibt sich unmittelbar aus dem Vorhergehenden. O

10Mit zwei von diesen liegt also die am Ende von Kapitel 1 ausfiihrlich untersuchte Situation

vor.
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2.2. Definition der Metrik. Wir iibernehmen Definition 3.5 aus [AS2]:
Definition 2.1. Eine reell-analytische Funktion h : [0,00) — [0,00) geniigt genau

dann der Kegelbedingung Cy (1), wenn

(1) h holomorph auf den Kegel C,,:= exp(R+i-(—a,«)) fortgesetzt werden
kann und

(2) fiir jedes a € (0,a) ein c4 existiert, so daB |h(x)| < 5|z |7t auf dem
Kegel C5 C C, .

FEine fiir uns wesentliche Eigenschaft dieser Bedingung ist die folgende:
(2.6) heCy(l) = I eCu(l+1).
Wir denken dabei stets an eine Funktion wie h(z):= (1+ d2z2)"2 , die fiir jedes
d >0 in Cy /(1) liegt.

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir nun zum Kern dieses Abschnitts:
Definition 2.2. Auf Q := CH" \ UjeJ(CH}%l definieren wir fiir eine reell-
analytische Funktion A : [0,00) — [0,1] mit h(0) = 1, A’ < 0 und h € C,(I)
fir ein @ > 0 und ein | > n eine Familie Riemannscher Metriken (g("))n>0
vermége g = go + ;¢ gj» Wobei
(2.7) g5 == mh(xy)x;? (- J-K;) (J-K;, -)
und z; entsprechend Kapitel 1 durch z;, = sinh®r;(p) definiert ist.

Fiir jede Teilmenge J' C J definieren wir desweiteren g :=3_,c ;. g; -

Die so definierten Riemannschen Metriken sind invariant gegeniiber v € ', d.h.
g =g, weil v(U,e; CH} ') = Ujes CH}~". Jede dieser Poincaré-Reihen liefert
daher eine Riemannsche Metrik § auf := CH" /T~ |, Vi = pr(Q) . Die Wohl-
definiertheit von Definition 2.2 wird durch die folgende Proposition gewéhrleistet:

Proposition 2.3. Sei I C J eine endliche Teilmenge und g eine Riemannsche
Metrik auf Q0 gemdf$ Definition 2.2. Dann gilt:

(1) Die Operatornorm von gys ist auf Uy gleichformig beschrinkt, d.h.

”gJ\IH = Sup{gj(XvX)| <X7X> :1} < 772007

wobei ¢y nur von n, h, dy und N abhdngt.

(2) Es gibt Konstanten ci,cq, die nur von n, h, dy und N abhdngen, so dafs

auf Uy
IVgraall =1 D Vol < e,
jeJ~I
IVl = | D Vil < nPe
jeJ~1

gilt, insbesondere darf also g zweimal gliedweise differenziert werden.
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Beweis. Zu (1): Sei p € Uy beliebig. Aufgrund der Kegelbedingung ist

_ -
llgjip I < > h(z;p) lezlj (1+zj,) < n? - Konst - S 1 (1+zj)

< n*-Konst - (1+z,) " (1+xj_|11;)l+1 .

Fir j € J N\ I gilt nach Definition von U; iiberdies x|, > sinh% =: Kk, so daB
(1+xj_|11))l+1 < (I4+s HH  Falls je Jb={jeJT|%+k-1<r;(p) <% +k}
mit k> 1 ist, so gilt aulerdem

(2.9) (I+z,) 7" < (cosh(%—i—k—l))_m.

Aufgrund von Lemma 2.1 ist ferner

- sinh®" (3% +k)

2.10 JP < N
( ) # - sinh®" dy
Kombiniert man diese Ungleichungen, so erhilt man abschlieflend
(2.11)
lgrmll < D2 gl < D2 lgsinll
jeI~I k=1jeJk

~

5 N RN <./ % 2n @ B —21
< .Konst-isinhznd0 (I+k77) Z(smh( 5 +l<:)> (cosh(2 +k 1)) )

wobei die rechte Seite nach dem Quotientenkriterium wegen [ > n konvergiert und

unabhéngig von p ist.

Zu (2): Die beiden Ungleichungen werden erst in Anhang D benétigt. Formel (2.51)

liefert
_1 3 _3 3
2.12) Vg | <20 B ()] 2,2 (1+a;)® + 207 h(zy) 2, (14a,)°

_3
2

_3 3
+ 20 h(xj)a;? (1)) + 20 hlzg) a;? (1)) .

W=

Der Beweis wird wie in (1) fortgefithrt. Eine zu (2.12) analoge Ungleichung fiir
|| V2g; || liefert die Aussage. O

2.3. Analytizitit der Metrik, Komplexifizierung. Ziel dieses Abschnitts ist
es, zu zeigen, dafl durch g tatséchlich eine reell-analytische Metrik auf Q = CH" <
(U I (CH;H) gegeben ist. Dazu dient die folgende Proposition.

Proposition 2.4. Sei I C J eine endliche Teilmenge und g eine Riemannsche
Metrik auf Q gemdfS Definition 2.2. Dann konvergiert gj.j:= ZjeJ\I g; auf Ur

kompakt gegen eine reell-analytische positiv-semidefinite Bilinearform.

Beweis. Da

(2.13) 9i = nhlz;)z;? (-, J-K;) (J-Kj, -)

fir 7 € J I eine reell-analytische Bilinearform ist, geniigt es zu zeigen, dafl zu
jedem pg € Ur eine Umgebung existiert, auf der Zje gy 95 gleichmiBig gegen

eine reell-analytische Bilinearform konvergiert, wobei J’ eine endliche Teilmenge

von J mit I C J' ist, die sich im weiteren Verlauf des Beweises ergeben wird.
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Zu jedem j € J~ J' betrachten wir dann den zu (CH?_l gehorigen Unterraum
E; C C™! und einen Vektor e; € C™! mit {lej,e;)) =1 und ((ej, E;) =0. Das
Killingfeld K; 148t sich dann geméf (1.10) schreiben als K; = dr - K j, wobei

~

(2.14) Kj. = q(z,e5)iej —q(z,iej) e; .

AuBlerdem gilt geméf (1.12)

(2.15) T = [z e = alz,¢))® + a(z,ie))”.
Wir definieren fiir j € J~\ J':
(2.16) g = *hE) T %q( i K;)q(i K, ).

Die ¢; sind ersichtlich reell-analytisch, und es gilt g; ()? , }7) = g;(X,Y). Wir wer-

den im folgenden zeigen, daf§ > qj in einer Umgebung'! von 25 € 7 1(po)

jeEINJ!
gleichmiflig gegen eine reell-analytische Bilinearform konvergiert. Dies 148t sich
durchfiihren, indem man auf diesen Umgebungen eine C°-Schranke fiir die Opera-
tornorm der entsprechenden Reihe von holomorphen Fortsetzungen der g; angibt.
Diese Fortsetzungen erhalten wir auf folgende Weise:

Wir betrachten die Komplexifizierung C™! ®g C des reellen Vektorraums C™?!.
Die komplexe Struktur erhilt C™! @ C in kanonischer Weise durch die Operation
(z®@A)-p:= z® (M) . Eine Basis dieses komplexen Vektorraums ist gegeben durch
(1,0,) ®1, (i,0,) ®1,..., (0,,i) ® 1, d.h. C™! @ C ist isomorph zu C?"*2, Wir
versehen C™! ®g C mit der komplex-bilinearen Fortsetzung von g
(217 ¢C(21 @M + 22 ® Aa, w1 ® iy + w1 ® o)

. = A1 q(21,w1) + Aipz q(z1, w2) + Aopr qz2, wi) + Aapn (22, wo) -

Die beiden Objekte (2.14/2.15) lassen sich unmittelbar nach dem vorhergehenden
holomorph auf C™! @g C fortsetzen:

(2.18) K}Cu = q(c(u, e;)ie; — q(c(u7 iej)e;,
(2.19) 'f;c‘u = ¢“(u,e5)® + ¢“(u,ie;)?,  firue C" @ C.

Wir haben eine zweite Operation von C auf C™! @z C vermoge - (z @ \) :=
(uz) ® X. Diese Operation liefert wegen A - (u-pu) = (A\-u) - p fir u € C»! @ C
und A, p € C zu jedem A € C einen C-Automorphismus von C™! @ C vermoge
u +— X - u. Insbesondere ist also die Abbildung w + 4 - u holomorph, und daher
auch 1 - [A(;C .

Damit sind die ersten Schritte in Richtung einer Fortsetzung von g¢; zu einer
holomorphen Bilinearform ¢§ auf Umgebungen von Punkten aus M?" ! getan. Im
folgenden miissen wir uns noch iiber die Wohldefiniertheit von h o f}c und (E;C)*2
Gedanken machen. Dazu nutzen wir die Homogenitit von CH™ aus und setzen
deshalb ohne Einschrinkung 2o = (1,0,,) € C™!.

Als Norm auf C™! ®@g C legen wir die Standardnorm von C?"*2 zugrunde: Ist

u = (1,0,)@ul+(i,0,)@u+. . .+ (0n, 1) @u?" 2 [soist |ulf = |ul|?+...+|u?"T2]2.

11Beziiglich der Topologie von C™1!
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Mit diesen Vereinbarungen gilt fiir w1, us € C™! @ C:

(2.20)
6% (ur,u2)|? = [¢%((1,0,) ®@uf + ...+ (0n,8) @ ui"™2,(1,0,) @ uj + ... + (0n,8) @ u3"T?) |2

1.1 _ .22 33 2n+2, 2n+2 |2
| —ujuy —uius +uius + ..+ u"Pus |

IN

2

(gl fug] + .+ [ 23" )" < Jual 637

wobei im letzten Schritt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir den R?"*2 mit dem
gewohnlichen Skalarprodukt angewendet wurde.

Wir gehen im folgenden davon aus, da§ u =29+ € C*»! @x C und |d|, < a,
wobei a > 0 spiter so klein gewiihlt wird, daf 2€(u) innerhalb eines Kegels liegt,
auf dem h definiert ist. Auf dieser durch a bestimmten Umgebung von 2y wird dann
auch die Reihe gleichférmig konvergieren.

Ist e € C™! mit ((e,e)) = —|e®]?+...+|e"|? =1, so gilt wegen (e, z)) = —e°:

(2.21) leln = [°P + ...+ |e"> = 1+ 2| (z0,€) |*.
Desweiteren haben wir aufgrund von (2.20)

14°(0,e)| < av/1+2[(z0,¢) 2

und
la(z0,€) | < V1+2[(z20,€) .
Nun folgt
| q(C(u, 6)2 - Q(ZO7 6)2 I = ‘ qC(57 6) (q(C((;’ 6) + QQ(Z(% 6) ) |
(2.22)

< ala+2) (1+2] (z0,e) )
und deshalb
|8 () = 75(20) | = 45 (u,e5)? — alz0,€5)* + ¢S (s ie;)? — q(z0, 7€) |

(2.23) 2a(a+2) (1+27;(20)) -

IN

Wir wihlen & mit 0 < @ < max{Z,a}. Ist nun a so klein, da8 4a(a +2) <sina,

2a(a+2) _ _. 1 o folgt durch einfaches Umformen

und ist auflerdem Z;(zo) > T da(aTy) =

der letzten Bedingung
2a(a + 2) (1 + 253‘}(2’0))

2.24 sina/ = —
(2.24) Zj(20)

< sina,

wobei o gem# Abb.?? definiert ist. Aus der Monotonie der Sinusfunktion auf
[0, %) 1aBt sich ohne weiteres folgern, daB Z%(zo + ) fiir ||, < a im Kegel
exp(R + i - (—a,@)) liegt. Auf dieser Umgebung von z; ist also h o Z5 erklért.
Desweiteren folgt aus (2.23/2.24)

(2.25) |75 ()| > T;(20) = |35 (u) = T(20) | > F;(20) (1 —sina) > 0.
Insgesamt ist daher

(2:26) g5 = 0’ (hoi5) (#5) 2 ¢"(-,iK®) (K", -)
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eine holomorphe Fortsetzung von ¢; auf {z + & ‘ |6]n < a}. Hierbei erstreckt
sich j tiber eine Indexmenge J \ J', wobei J':= {j € J | Z;(20) < k} U nach
Lemma 2.1 eine endliche Teilmenge ist.

Im folgenden gilt es nun zu zeigen, dafl die Reihe Z]EJ\J' q(JC auf {zo +6 | [ ]n <
a} gleichmiBig konvergiert. Da :”E;C diese Umgebung von 2 in den Kegel exp(R +
i-(—a,a@)) abbildet, gilt

(2.27) |h(Z5(u)) | < Konst- |5 (u)|™.
AuBlerdem folgt aus (2.25)
(2.28) |Z5(w) |72 < (1—sin@)? 7;(z0) 2.

Desweiteren berechnen wir:

(2.29)
_ A - _ W2
¢“(X,iK5,)? = (°(X, e5) ¢"(u, ) + ¢° (X ies) 4% (u, ie;))
= "(X,e)” ¢"(u, €)% + ¢“ (X, ie;)? ¢ (u, ie;)?
—|—QqC(X,ej)q(c(u,ej)qc(XJej)q(c(uJej),
(2.30)

4 (X, iKG,)% | < 2[05(X,¢)) P (ueg) P + 21 q5(X iey) [P 4% (i) |2
Um weiter abzuschétzen, folgern wir aus (2.22)

[ e) < ala+2)+ (1+2a(a+2)) | (z0,€)
(2.31) 1 ,
< 5L+ 2a(a+2)) (1 +2] G20, €) )

und aus (2.20/2.21)
(2.32) [C(X, )P < Jeli X7 = (1+2](z0.e) ) [ X7

Wendet man diese letzten beiden Ungleichungen mit e = e; und e = ie; auf (2.30)

an, so ergibt sich
(2.33) 1C(XL RS P < 2(1+ 2a(a+2)) (1+2F5(0))° | X |3

und somit

|qC( ) ’if?f)qc(if/(\';c’ )|h

sup{ | ¢€(X,iKS) C (K, X)| || X |, =1}

IN

(2.34) 2(1+ 2a(a+2)) (1 + 27, (20))

A

< 3(1+ 25, ))” < 12014 5,(0)"
Wegen z(zp) >  gilt iiberdies

(235)  F(z0) "t = (1+5(20)7Y) (14+5(20)) T < (L+x7H) (14F5(20))
Insgesamt folgt aus (2.27/2.28/2.34/2.35)

-1
(2.36) |q§c‘u lh < 1 Konst - (14z;(20))
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Nun gilt
~ -2l
Z \q;-clu I < n?-Konst - Z (cosh7;(z0))
JEINT’ jeI~J’
(2.37) 0o
< n?-Konst - Z Z (coshFj(zo))fm :
k=1jeJk

wobei J¥ = {jeJNJ | ddo+k—1 < Tj(20) < 3do+k} mit #J* <

S (sinh(2do+k) ) 2" . .
N (—F2F~ aufgrund von Lemma 2.1. Wegen der Monotonie von cosh gilt

sinh dg
(2.38) Z (cosh?'(zo))fﬂ < #Jk. (cosh(lngrkfl))_m.
jeJF ’ B 2
und daher
(2.39)

~

N - 3 2n 1
Coln < n?- N 3 | 1 )
je;J/ |@jjuln < 1 - Konst (sinh dg)2" I; (smh(2d0 + k)) (Cosh(2d0+k 1))

-2l

Die rechte Seite konvergiert nach dem Quotientenkriterium fiir [ > n, also konver-
giert > jedJ’ q}c auf der gewéiihlten Umgebung gleichméfig nach dem Weierstraf3-
Kriterium und damit gegen eine holomorphe'? Bilinearform auf {20—1—5 ‘ |6 |n < a}.
> jes ¢; konvergiert dann beziiglich der eingeschréinkten |- |,-Norm gleichméfig

auf der entsprechenden Umgebung {zg + 6 € (C”’l} |6]n < a} gegen eine
reell-analytische Bilinearform und ebenso >>..; ; g; auf 71'({ 2046 |6l <
a} OMQ”‘H) beziiglich | - |, mit [b], = sup{b(X,X) | | X | = 1} . Aufgrund
der quivalenz sdmtlicher Normen auf endlich-dimensionalen reellen Vektorraumen
konvergiert jesw 9; auch in der iiblichen Operatornorm gegen dieselbe reell-
analytische Bilinearform. Da lokal-gleichméfiige und kompakte Konvergenz auf Uy

identisch sind, folgt die Behauptung. 0

2.4. Vollstindigkeit der Metrik. In diesem Abschnitt zeigen wir, dafi durch
9=9o+ 2 jcs9; mit g; gemiB (2.7), d.h.

(2.40) g9; = n2h(xj)m;1(1+mj) P,
eine vollstdndige Riemannsche Metrik auf Q@ = CH" ~\ (U e (CH;-hl) definiert
wird.

Dazu sei (pn)neN eine Cauchy-Folge beziiglich dg4, d.h. Ve > 0: Ing : Yn,m >
ng : dg(pn,Pm) < €. Zu n,m > ng gibt es also nach etwaiger Umparametrisierung

eine Kurve Cn,m mit Cn,m(o) =Pn, Cnm (dg(pnvpm)) = pm und

dg (pn,pm) . .
/0 9 (Enm (), énm(®)

Aufgrund der Definition von g ist dg4, < d, und damit (pn)n N eine Cauchy-Folge

N|=

dt < e.

beziiglich dg,. Da (CH",go) vollstindig ist, konvergiert die Folge beziiglich dg,
gegen einen Punkt p € CH" . Es bestehen nun zwei Moglichkeiten:

12Siche z.B. [GF], KapitelI, Satz 3.5.
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(1) p € Q: In diesem Fall sind wir fertig, weil die p,, ab einem gewissen Fol-
genglied alle in der kompakten Menge {q € CH" | dg,(p,¢q) < o} C Q mit
o= inf{r;(p) | j € J} > 0 nach Axiom2.1 liegen und somit (pn)neN
eine beziiglich d4 konvergente Teilfolge besitzt.

(2) p € UjeJ(CH?*l: Wir zeigen, dafl dieser Fall nicht eintritt, indem wir
das Gegenteil annehmen und folgern, daf (pn)n N keine Cauchy-Folge
beziiglich d, sein kann. Es sei also p € (CH;‘*l, e > 0 und ng pas-
send zu e gewihlt. Da fol h(x)%x’l dr = oo ist, gibt es ein § > 0,
so daf nf;i;g;j(p"")h(x)%x_l dr > 2¢. Wihle nun m so grof}, daf

rj(p) < dgy(p,Pm) < &. Mit der vereinbarten Notation gilt dann:

N|=

dg (png 7pm) 1 dg (pno 7pm)
€ > / 9(Cnm (@), énm(t))2dt > / 95 (enm(t), énm(t)) 2 dt
0 0

dg(pn07p7n) 1 1 1 d
> 77/0 h(z;(c(t))? j(c(t) 7 (1+a;(c(t)))? @(TJ(C@)))‘ dt
75 (Png) 1 1 1
>0 [ () o) (1) dr
T'j(pm)
Ij(pno) 1
= 77/ h(zx)? x vz
mj(pnl)
wj(pno) 1
> 77/ h(zx)? x Vdr > 2e.
sinh? §

Die Annahme fiihrt also zu einem Widerspruch.

(Q, g) ist daher tatséchlich vollsténdig.

An dieser Stelle fassen wir kurz die Ergebnisse der vorherigen Abschnitte zusam-

men:

Satz 2.5. Sei (Vl)j\;l eine Familie kompakter, total-geoddtisch eingebetteter Unter-
mannigfaltigkeiten der Codimension 2 in einem kompakten komplex-hyperbolischen
Raum CH"/T'. Die Urbilder dieser Untermannigfaltigkeiten unter der kanoni-
schen Projektion pr : CH" — CH"/T” seien total-geoditische (CHE%I, j € J,
die sich paarweise orthogonal in total-geoditischen CH" 2 schneiden. Dann trigt
Q= CH" /T’ \ vazl Vi eine Familie vollstindiger, reell-analytischer Riemannscher

Metriken (gn)n>0.

2.5. Berechnung des Kriimmungstensors. Dieser Abschnitt lehnt sich in sei-
ner Struktur eng an das Kapitel5 in [AS2] an. Wir berechnen hier den (4,0)-
Kriimmungstensor R# der Metrik

(2.41)

9 = g0+ > n*hlw;)z; 2 (1422) 2 (-, Vi, Kj) (Vi Kj, =) = go+ Y n’h(z;)a; (1+a;) py
jeJ jeJ

auf Q= CH" \ (Uje,

und bringen ihn auf eine Gestalt, die es erlaubt, einzelne Summanden abzuschétzen.

(CH?_l) , indem wir ihn auf den einzelnen Uy N2 herleiten,
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Dazu ziehen wir die in [AS2] benutzte allgemeine Identitét

(2.42)

R*(X,Y:;Z,W)

[R#(G X,Y;Z,W)+ R¥(X,G-Y; Z,W) + R (X,Y:G-Z,W) + R (X, Y Z,G- W)}
—3 [ Vi a(Y, 2) = Vi g(X. 2) = Ve g(Y, W) + Vi 2 9(X, W)
- [(Bxw),67 B, 2) - (B, W),GB(X, 2) |

heran. Hierbei ist G das Feld symmetrischer Automorphismen, das g beziiglich
der Ausgangsmetrik go wiedergibt, d.h. ¢ = (- ,G -) . Desweiteren bezeichnet
V%X7W}g(Y, Z) = [VX wa(Y,Z) + Viv.xg(Y, Z)] die im unteren Argument-
paar symmetrisierte zweite kovariante Ableitung von g, und G™!-B =T ist der
Differenztensor zwischen der kovarianten Ableitung von g und der kovarianten Ab-
leitung V von gg, d.h. B wird definiert durch die Gleichung

(2.43) 2(B(X,Y),Z) = Vxg(Y,Z) +yg(X,Z) — Vzg(X,Y).

Ebenso definieren wir fiir g; = 772h(xj)ac;2(1+2xj)72 (-, VK, K;) (Vk,Kj, -) das
Tensorfeld B;:

(2.44) 2(Bj(X,Y),Z) = Vxg;(Y,Z)+MWyg;(X,Z) — Vz9;(X,Y).

Lemma 2.6. Auf ( ist
_1 3

B;(X,Y) = —( (xj)+n2h(xj)x;1)xj2(1+xj)2 PU(X,Y) v,

(2.45) +12h(x,);

+ ’72’1(%')9%_E (142;)7 (X,Y) v

(14+2,)? pS(X,Y) 0,

und
(2.46) B(X,Y) = Y B;(X.)Y).

jeJ

Beweis. Um die Ubersicht bei den weiteren Rechnungen zu erhéhen, definieren wir
die C¥-Funktion a auf (0,00) durch

(2.47) a(z) == n*h(z)z=2 (142x)"2

Dann gilt

(2.48) d(z) = n2(h/(x)th(z)aflf4h(x)(1+2x)—1)x*2 (1+422)2
und

(2.49)

Vxg; (Y, Z) = 2d(z;)(1+22;) " (Vx Kj, Kj) (WK, K;) (V2K K;)
+ aley)(— (RolKj, X)Y. Kj) (VoK KG) — (Ro(K, X)Z, Kj) (WK, K;)

+ (Vx K, W K;) (VzKj, K;) + (Vx Kj, VzKj) <Vij,Kj>)-
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Mit Hilfe von Gleichung (1.22) schreiben wir Terme der Gestalt (VxKj;, Kj) in

Terme mit (X,v;) um und benutzen (1.23) sowie

— (Ro(K, X)Y,K) = goog(K,X;Y,K) +woow (K, X;Y, K)
(2.50) — z(1+2)| (X,Y) —pS(X,Y) +3p"(X,Y)] .
Es ergibt sich dann

(2.51)

Vxg;(Y,Z) = 2d'(xj)x ;(1—&-95])

3
2

(1"'2%)2 b; J(X,Y) (v, Z)

w

3 3
+ a(a)x? (1+25)* (1+22)) [ ((X,Y) = p5(X,Y) +3pY(X,Y)) (v, Z)

+((X,2) - P5(X,2) + 3p(X, 2)) <yj,y>}

+ alwy)e; (1+ay) (14225) [(X,Y) (0, 2) + (X, 2) (03, Y)]

vl

+ a(xj)fﬂj%(1+wj) (142z;) (1+3xj)[Pj(X, Y)(vj, Z) + p;i(X, 2) <vj,Y>]

247/2.48 2(—772h’(xj) + n2h(:vj)x;1)x,_%(1+xj)% P (X,Y) (v;, Z)
() () (p5(X,Y) (07, 2) + 95X, 2) (1,7

+ nh(ey)e; ()t ((XY) (03, 2) + (X, 2) (03, )).

-

Nach Einsetzen in (2.44) ist die erste Aussage des Lemmas bewiesen.

Wegen Proposition2.3 konvergieren > .., %g;(Y,Z), >..c;V¥g;(X,Z) und
> jed Vz9;(X,Y) lokal gleichméBig absolut. Daher folgt auch die zweite Aussa-
ge. O

Lemma 2.7. Fir die Metrik g auf Q gilt
(2.52)
R¥(G-X,Y;Z,W) + R¥(X,G-Y; Z,W) + R¥(X,Y;G-Z,W) + RF(X,Y; Z, G.W)]

r—|

|:V{X w9V, Z) = Vivwr9(X, Z) = Vix, 29V, W) + Viy.239(X, W)}

l\D\)—‘;-lkM—\

= —woEwo(X,Y;Z, W) — (1 - Zn2h(xj))go@go(X,Y; Z,W)

jeJ
722( W (x;) + n*h(zs)a; )(1+:cj) Goop(X,Y; 2, W)
jeJ
+2) " nPh(xy)a;  (1+x,) goopi(X,Y; 2, W)
JjeJ

—Z( R (z;) +n h(xj) )xj_l(l—&—xj)Q p;op; (X, Y; Z,W).
jedJ
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Beweis. Um die zweite Zeile von (2.52) zu erhalten, differenzieren wir (2.49) und
symmetrisieren das Ergebnis beziiglich des unteren Argumentpaares:

(2.53)
VQ{X»W}QJ' (Y, Z)

= 2(2a’(xj)(1+2xj)*1)'(1+2xj)*1 (VwK;j, K;) (VxKj, K;) (WK, Kj) (VzKj, K

+ 2 () (1422) [ ( K;, VxK;) — <R0(Kj7W)X,Kj>> (WK, K;) (VK K;)
+ (VK W) — (Ro(Kj, W)Y, ) ) (9 Vo K;, K;)
+ (V2K Vi) — (Ro(K;, Z)W, K;) ) W K, K)
+ (VK W k) — (Ro(K, X)Y, K5) ) (Vs Vi K, K;)
+ (VK V2Kj) = (Ro(K;, X)Z,K;) ) (Vi (WK, Kj)
+a($j)[— (Ro(K;, W)Y, Vx Kj) (VzK;, K;) — (Ro(Kj, Z)W, Vx Kj) (WK, Kj)
— (Ro(K;, X)Y,Ww K;) (VzKj, Kj) — (Ro(K;, X)Z, Vw K;) (WKj, Kj)
+ <VXK7,VyK> (VzK;, Viw K;)
+ (Vx K;, V2 K;) (Vw K;, W Kj)
— (Ro(K;, 2)W, K;) (Vx K, WK;) — (Ro(K;, X)Y, Kj) (VzK;, Vi Kj)
— (Ro(K;, W)Y, K;) (Vx K;, VzK;) — (Ro(K;, X)Z, K;) (VwK;, WK;)
+ (Ro(K;, X)Y, K;) (Ro(K;, Z)W, K;)
+ (Ro(K;, X)Z, Kj) (Ro(K;, W)Y, Kj)
1
=5 (0 (Rolk5, W)X, W K;) (V2K K) + (Ro(K, X)W, W K;) (V2 K, K)
+ (Ro(K;,Y)X, Vv K;) (VzKj, K;) + (Ro(K;, Y)W, Vx Kj) (VzKj;, K;)
+ (Ro(K;, W)X, VzK;) (WK, Kj) + (Ro(Kj;, X)W, VzK;) (W Kj, Kj)

+ (Ro(K;, Z) X, VW K;) (WK, K;) + (Ro(Kj, Z)W, Vx K

An dieser Stelle iiberlegt man sich zweckméifigerweise, welche Summanden in
(2.49) unter der Projektion auf S?2A,TQ verschwinden. Um dies einfach zu hand-
haben, bezeichnen wir zwei Summanden A;(X,Y,Z, W) und Ay(X,Y,Z, W) als
formal #quivalent und schreiben A;(X,Y, Z, W) ~ Ay(X,Y, Z, W), falls

Al(X7Ya Z7W) 7A1(Y7X7 Z7W) 7A1(X5KVV7Z) +A1(Y,X,VV,Z)
= A(X,Y, Z,W) — Ao(Y, X, Z, W) — As(X,Y, W, Z) + As(Y, X, W, Z).

Damit formen wir (2.49) summandenweise um, bis der gesamte Term in SZA,T<)

liegt. Aufgrund von

) (WK

Kﬁ)} .

AVixwyg (Y, Z) ~ [V%waj(Y, Z) = Vivy9;(X, Z) = Vix 2y9; (Y, W) + Viy.z19;(X, W)}
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haben wir dann %[W%W}gj(KZ) - Wunoi(X,2) — YV, W) +
Viv.z19; (X, W)] berechnet.

Wir bemerken zunéchst, dafl aufgrund der Symmetrie in X und Y die erste Zeile
von (2.53) in diesem Sinne verschwindet. Vom zweiten Summationsblock verbleibt
nur die letzte Zeile, da die erste und zweite Zeile als Einheit, die dritte und vierte
Zeile einzeln in X und Y symmetrisch sind. Im dritten Summationsblock verschwin-
den aus diesem Grund die dritte, fiinfte und siebte Zeile sowie die zwei Terme oben

rechts hinter dem % Die zwei unten links verschwinden aufgrund der Symmetrie in
Z und W. Auflerdem gilt

(2.54)
1
(Ro(£;, W)Y, Vx K;) (V2K Kj) + 5 (Ro(I, W)X, W Kj) (V2 K, Kj)

1
~ 5 (Ro(K;, W)Y, Vx K;) (V2 K, Kj)
(2.55)
1
(Ro(K;, W)Z,Vx K;) (WK, K;) + 5 (Ro(Kj, Z)W, Vx K;) (W K, Kj)
2
1
~ 5 (Ro(K;, W)Z, Vx Kj) (W K, K;)
(2.56)
1
(Ro(K;, X)Y,Viv K;) (VzKj, Kj) + - (Ro(K;,Y) X, W K;) (VzK;, Kj)
2
1
~3 (Ro(K;, X)Y, Y K;) (VzK;, Kj) |
(2.57)
1
(Ro(Kj, X)Z,Vw Kj) (WK, Kj) + 5 (Ro(Kj, X)W, VzK;) (WK}, Kj)
2

1
~ 5 (Ro(K;, X)Z, Vi K;) (W K, K -

Wir erhalten damit

(2.58)

~ 20 () (14205) 7 (Ve K, V2 ) = (Ro(KG, X)Z,K3) ) (Vi K, KG) (e K, )

+a($j){(<VXKjaVZKj> - (RO(KJ?X>Z7KJ>>(<VWKJ7VYKJ> - <RO(K3‘7W)Y7KJ>)

1
=5 (0 (RolG, W)Y, Vi K)) (VG KG) + (Ro(Kj, X)Y, Vi K) (V2K )

+ (Ro(K;, W)Z,Vx K;) (WK, Kj) + (Ro(K;, X)Z, Viv Kj) (Vij,Kj>)] :
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Zur weiteren Auswertung kombinieren jetzt die Gleichungen (1.22),(1.23),(2.50):

(2.59)
(Vx K, VzK) = (Ro(K. X)Z,K) ) (Vi K. K) (WK, K)

= 2?(14a) (1+22)° (X, Z)p’'(W,Y) + x(1+2)*(1422)° p*(X, Z) p" (W, Y)
+ z(142)?(14+22)*(1+6x) p*(X, Z) p* (W, Y)
1 1
~ —§x2(1+x) (14+22)® go@p"(X,Y; Z, W) — §x(l+x)2(1—|—2x)3 P ep’(X,Y;Z,W).
In gleicher Weise erhalten wir

(2.60)
(<VXK, V,K) — (Ro(K, X)Z, K>)(<VWK, %K) — (Ro(K, W)Y, K>)

1
~ = §x2(1—|—2x)2 Go®90(X,Y; Z,W) — (1+2)*(1+22) (1+62) p*@p'(X,Y; Z,W)

—z(14+z) (1422) (146x) gop" (X, Y; Z,W).

FEine etwas ldngere Rechnung ergibt iiberdies

(2.61)
(Ro(K, W)Y, VxK) (VzK,K) + (Ro(K,X)Y,ViwK) (V; K, K)

+ (Ro(K,W)Z,VxK) (WK, K) + (Ro(K, X)Z,VwK) (WK, K)

~ z(1+x) (1+22)% goop"(X,Y; Z,W) + %x(ler) (14-22) dpwo(X,Y; Z,W).
Beriicksichtigt man, da p = p’ + p¢ und p’ep’ = piept = 0, so gilt
pPOP = 25 AP . Insgesamt fiihrt dies zu
(2.62)
% {V%X»W}gj(yv Z) = Vivw19i(X, Z) = Vix,219;(Y. W) + Viy, 210, (X, W)
= —a(xj)2(1+22;)* go®g0(X,Y: Z,W)
— (d'(zj)x(14225) + a(a;)(1+62;)) (1+2;)*(1+225) pjopj(X,Y;Z,W)
—2(a'(xj)x;(14225) + a(z;)(1+6x;))z;(1+z;) (1+225) godp}(X,Y;Z,W)
— a(xy)z;(1+a;) (14225)? goop(X,Y; 2, W)
= 2a(x;)a;(1+5) (14225)° goop;(X,Y; Z, W)

1
- ia(a:j)xj(l—i—xj) (1422)% dj @wo(X,Y; Z, W) .
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Elementares Auswerten der Definitionen liefert weiterhin

—~

2.63)
1
- [R#(Gj X,Y;Z,W)+ R} (X,G;-Y; Z,W) + R{ (X,Y;G;-2,W) + RY (X,Y; Z,G, -W)}

S

1
= —a(z;)z;(14z;) (1—|—29L'j)2 g()@p;?(X,Y; Z,W) — §a(:cj)xj(1+xj) (1—1—2%]»)2 diewo(X,Y;Z,W).

Addition von (2.63) und (2.62) liefert nach Summation iiber j € J und Einsetzen
von (2.47/2.48) den Beweis des Lemmas. O



31

Zur Auswertung der letzten Zeile von (2.42) benétigen wir die Definition des
®-Produktes von symmetrischen, bilinearen Abbildungen, die sich in Anhang A,
Gleichung (A.10), findet. Mit dieser Definition ergibt sich

(2.64)
[(B(X,W),G™'B(Y,2)) ~ (B(Y,W),G™'B(X, 2))]
= Y Bi®wecBr = Y Bi®wc)-1Br + Broc-—uen-1Bi
JkET j.kel
+ 2By a®g-1Br + Bjuu®g-1Bir,
wobei wir fiir J' C J naheliegenderweise By durch By =) jegr Bj definieren.
Durch Einsetzen von (2.6) sowie Ausnutzen von Lemma C.1 erhdlt man unmit-

telbar

Lemma 2.8. Fir I C J mit U #0 gilt mit

Z n*h(z;) z;
{7 it thlzi)
auf Q
(2.65)
Z B ® (116,)-1 Bk
kel
2
= (Trh) - =) mwm — 3 (oo ph(egar o () o
icl 1+o o Titth(zi) s
- 22(—n2h’(xi)+n2h(mi)w;1)(l+xi) Jodp; + 2Zn2h(xi)xi_l(l+xi) go@p§
iel iel
2 9 _ T;
e _ h/ : Zh ; - 1 1 i e A v
s ieI< 2 () + n2h(z:)a; )( ) s 0O,

2 n?h(x;) ¢
_ 1ag,) — L) A
T+ o ;EI( +) it 2h(zy) % OF;
271 2 —1 Ly
—_— —n°h'(z;) + n°h(x;)x; )(1+x-)7
L+o 52 ( ! o I zi+n?h(xy)
277/ 2 -1 k v v
- —m“h h 1 — " pY
< R (z) + n°h(zg)zy, )( +x) e tn2han) P OPk

2 2

n°h(z;) nhzk) ¢ ¢
142,) — ) TR e
+(I+z;) xj+n?h(x;) (L+ax) Pjopy,

j h
= 2(—nh () + Phay)e; ) (L) — () o
i j k

Ingesamt erhalten wir abschliefend die folgende Form des Kriimmungstensors:

Proposition 2.9. Sei I C J eine Teilmenge, so daff Uy # 0, und g die in (2.41)
definierte Metrik auf Q. Der (4,0)-Krimmungstensor von g ergibt sich auf QN U
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als
(2.66)
R* =
- 1+Ugo®go — Wo®wo
1
_ 2 I N2 = . )
;( B (z;) +n*h(z;)z; )(1—|—xz) TP h(@) Di ®Di
2 2 Zq
- —n?h’ h(z; 14z;)) ————— H
1+0;( mhi( )Jrn (x) )( i) $i+772h(3?i) Jo® i
2 n?h(x;)
1 [ S S A
1o iezl( i) zi+n2h(z;) 900 9}
- ' h 1 —
1+0jk261[( n (%)"‘77 (x]) )( +;) z;+n2h(z;)

: (—th’(mk) + nzh(xk-)l‘;?l) (1+ax)

2 2
n°h(z;) nh(zk) ¢ ¢
(L) — ) (1) —L k)
( xj) I]fj+772h(xj) ( -Tk)) xk+772h(1'k;) pg @pk
s
72(fnhx +1°h(z;)z )1+:E — (14
( J) ( J) ( J) $j4‘n2h($j)( )
+ Y 7*h(z;) go® g0
jeJ~1
= 3 () + ey oy (L) p o
jeJ~1
—2 3 ( H () + h(a)a; ) (1+)) goop)
JeJINI
+2 Z n’h T 4ay) 90@p§
JeEJINT

—Brog gy Br — 2By u®c-1Br — Bja®g-1 B

2.6. Betrachtung eines Spezialfalls. Wir betrachten in dieser Arbeit fiir die
folgenden Abschiitzungen nur die Situation, da8 #I = 1, d.h. I = {i}.!3 AuBerdem
schranken wir n auf den Bereich 0 < <1 ein. Dann vereinfachen sich sowohl die
meisten Objekte als auch die Abschétzungen. Insbesondere gilt

2. 1+G) v = i v
( 67) ( +Gz) Vg l’i+772h(xi)(1+$i) Vi

I3 Auf die technischen Schwierigkeiten, die der allgemeine Fall mit sich bringt, gehen wir kurz

in AnhangD ein.

n°h(z)
o +n2h(zk

Tk v v
73%-#?7%(961@) P OPj

)p§®p§
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und der (4, 0)-Kriimmungstensor auf Q N Uy lautet

$r+ﬁ h(xﬁ
R#* = _
xz+n2h( )(1+£L’1) go ® 9o wo A wo
271/ 2
—n*h (x;)x;(142;) +n?h(z;)(14+z;) 4
i + Ph(x) (142, (I+2:) piop
—1?h (x)x;(L+x;) + n2h(z)(14z;
_277()(2)77()( )go@pé’
z; +n*h(z;)(1+;)
n g )( ) d0® Pt
zi + n?h(zi)(1+z;)
(2.68) + ) w*h(x;) go®g0
VISOANS
= 3 (@) + 0t )2y () p o
VISOANI
=2 37 (P () + ()t (L) goop)
jeJINI
+2 3 Py (145) goops
JjeJNI

—Bi® gy Bi — 2Bju®c-1Bi — Binai®g-1 B

Wir gehen jetzt folgendermaflen vor: Zunédchst bringen wir den Term
Bi@G—17(1 4Gy B; auf eine Gestalt, die es erlaubt, ihn mit den Termen der er-
sten vier Zeilen von (2.68) zu verrechnen, was zu Gleichung (2.72) fiihrt. Diese
zusammengefafiten Terme schétzen wir dann groBtenteils in Lemma 2.10 ab. Lem-
ma2.11 beinhaltet die Abschéitzung der Terme in der fiinften bis achten Zeile von
(2.68). Der letzte Term By ;® g-1Bj; wird in Lemma 2.12 behandelt. Schliefllich
enthélt Lemma 2.14 eine Abschitzung von 2 Bj.;® g-1B;. Diesen Term miissen
wir noch mit der zweiten Zeile von (2.68) kombinieren (Lemma 2.15), die wir in den
vorigen Abschitzungen ausgespart haben. Insgesamt 148t sich damit Lemma 2.16

gewinnen.

Um B;® (146G B; auf eine nutzbare Gestalt zu bringen, fithren wir in
Anlehnung an [AS2] die folgenden Objekte ein:

2 . 1 1
= + n h(fﬂz) f(l—’_xz)é <X, Y> v;

xi +n?h(x;) (1+z;)

PR (@) + (et "
x; + n2h(z;)(1+2;) i

(2.69)

(l—i—xz) P (X, Y)v;

2 —1
n*h(zi)z; . ¢
i T42;)? pS(X,Y) v,
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und den positiv-semidefiniten Endomorphismus

(2.70)
Li =Gy —GruG'Grg = Gru G H(1+G))

= (14G) = A+G)GT 1+Gy) = —(1+Gy) (671 = (1+G) ™) (14Gy).

Damit folgt dann direkt

(2.71)
—B; DG (14G;) B; = Ei @L,-Ei

L ( n?h(z,) )2%(1”,)
ooV xy +n?h(x;) (142;) ’ o go®h0
=P (@) + Ph(z)aet  Ph(a)ay (1+z:)’ piop;
zi + n2h(z)(1ta;) @ + n2h(e) (L+a,) R
2 2
n°h(z;)(1+x;) ) ¢
) ;
(xi +Ph(a) (e ) PO
287 (o N 2 . 2 .
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Da L; positiv-semidefinit ist, konnen wir feststellen, dafl sich diese Terme (bis auf
den go®go-Term) im Vorzeichen nicht von den entsprechenden expliziten unter-
scheiden. Wir fiigen sie in Gleichung (2.68) ein:

(2.72)

R* =

—go®Ygo — WoBWo

+ (1+ (v, Li-v;) n°h(w:)(1+:) )

i +n?h(z;)(1+x;)
n*h(x;)z; B —? B (z)z;(1+x;) +n?h(z;)(14+2;)
z; +n?h(zi)(1+;) Jo® g0 x; + n?h(x;)(1+x;)

T(1+a) piopi

n*h(z;)(1+;) oy TP @) 4w:) +nh() (142:)

+2 ;
zi+ 2h(z)(1+z;) POV zi+ 12h(w;) (14,

GodD;

+ > 7Ph(z;) goog0 — Y. (—Tizh’(%‘)+772h(wj)$}1)33}1(1+$j)2 Pj®P;

jeJINI jeJNI

=2 30 (=P () + 0Pyt (1) goop)
jeJNI

+2 3 pPh(xy)r;  (145) goor;
jeJNI

—-2B; u®c1B; — By uu®e-1Bir-

Fiir (v, L;-v;) steht uns dabei eine gute Abschiitzung zur Verfiigung: Aus der
Definition (2.70) von L; ist unmittelbar ersichtlich, daf8 0 < L, < G ;7. Wegen
Proposition 2.3 ergibt sich sofort

(2.73) ILill < n*eco
und damit 0 < {(v;, L;-v;) < n?co und

n*h(x:)(1+2;)

. < 19 L4 °Ug
(2.74) 0 < (un Liovs) ) S

< n’co.

Bemerkung . Die folgenden  Abschéitzungen fir By y®g-1B; und
B; i ®g-1Bjg sowie fiir die Terme, in denen {iber J ~ I summiert wird,
gestatten insgesamt keine Vorzeichenkontrolle. Daher ist es uns unmoglich, das
Auftreten positiver Schnittkriimmung auszuschlieBen. Wir verdeutlichen dies
an folgendem Beispiel: Sei w ein Einheitsvektorfeld auf einer Umgebung von
po € (C]HI?*1 mit P; - w = 0. Dann ist wo@wo (&, w;w, &) = pi@pi(&, w;w,&;)
= go®p} (&, w;w, &) = 0 und go®go(&, wiw, &) = 290®P; (&, wiw, &) = 1. Ist
dann p ¢ (C]HI?_1 geniigend nah bei pg, also x;(p) sehr klein, so spielen nur noch die
jed (CH?_l
als Axiom 2.1 l#Bt sich keine Aussage iiber das Vorzeichen von R# (&, w;w,&;)

erwihnten Terme eine Rolle, und ohne stirkere Voraussetzungen an | J
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treffen.
(2.75)
R* (&, w;w, &) g (v, Ly - vy)

+ Z n*h (1—1—235 (14x) go®p§(€i7w§wa€i))
jeJ~I

- > (—77 () + n°h(z))z; 1)$]1(1+$a‘)2Pj@Pj(&,w;w@)
JjeJNI

-2 Z ( W () + 0 h(x;)z; )(1+$j) Jo®p; (&, w;w, &;)

jeJ~I
- 2By u®c-1Bi(&, wiw, &) — Brua®g-1Bro(&,wiw, &) .

Ziel der weiteren Uberlegungen kann daher allenfalls sein, moglichst gute Schran-
ken fiir die Schnittkriimmung in Abhéingigkeit von n zu bekommen. Die folgenden

Abschétzungen sind insofern auf das Ergebnis in Lemma 2.16 ausgelegt.

Wir erhalten als erstes folgende Ungleichungen:

Lemma 2.10. FEs gilt auf QN U;

(2.76)

0 < (1+<W,Lrv» 7 hizi) (1+:) )

i+ nPh(zi) (1+:)
Zh(xl) xX;
'Lﬁﬁnzh( i) (1)

zh(’l}l)(1+1}i)
+ n2h(x;)(14+x;)

90@90+2 U

9o @pﬂ < (147°co) go® 9o ,

(2.77)

—(14c3)(1+n%co) go®go < _2(1+<U1‘7Li'vi> e (+:) )

xi +n?h(w;) (1+2;)
=P () zi (L) +nPh(zq) (1+a;)
zi +n?h(z:)(1+2;)

Qﬂ@P? S 07

2. 78)
—neo (1+cs) 27 (14a) piopi
n*h(z;)(1+2;)
z; + n2h(z;)(142;)
P (@)@ (L) + nPh(e) (1)
wi +n*h(z;)(1+z;)

S - <’Uia Li'vt>

TH(l4) piop <0,

wobei cz:= sup{ x) |z < sinh? do}

Beweis. Es gilt 0 <2g0@p! < go®go, 0 < 290®p§ < go®go und 0 < p;eP; <
go® go - AuBerdem ist 7 < 1 und somit n?h(x;)x; < ;. O
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Die Abschitzungen aus den kommenden beiden Lemmata lassen sich direkt auf
den Fall einer beliebigen Indexmenge I iibertragen:

Lemma 2.11. Auf Uy NQ gilt

(2.79) 0 < > 7hx;) go®go < nPca Go®Yo
jeJINI

(2.80) 0 < > ( n’h (x;) + n’h(x;)x; )x;1(1+xj)2pj®pj < ncs go® 9o
JeEJINT

(281) 0< Y ( n2h' () + 0 b))y )(1+Ii) go®P] < n°cs Jo®Yo »
JjeJINT

(2.82) < Y Ph(x)ry(1+a;) goor; < nPer go® g,
JjeJINT

mit Konstanten c4, c5, cg und cz, die nur von n, h, dy und N abhdngen.
Beweis. Esist 0 < 2g0®p¢ < go®g0, 0<2g0®p5 < go®go und 0 < p;®p; <

go ® go - Der Beweis der Konvergenz der Koeffizienten verlduft analog zu den bishe-
rigen Konvergenzbeweisen. O

Lemma 2.12. FEs gibt eine nur von n, h, dy und N abhdngende Konstante cg, so
dafy auf Ur N Q)

(2.83) Byl < nes
(2.84) —2n*ct go®go = Bru®a1 B = 2n'ci go®go
gilt.

Beweis. Die erste Ungleichung folgt mit dem {iblichen Konvergenzbeweis aus Glei-
chung (2.45) in Lemma 2.6. Die zweite ergibt sich aus der ersten mittels Lemma A.1,
da G7! <1 und damit |G~ <1 ist. O

Der jetzt behandelte Term Bj. ;@®g-1B; erfordert den meisten Aufwand:
Zun#chst schreiben wir By ®g-1B; als BJ\[@Gfl(lwi)gi, wobei Ei = (1+
G;)7'B;, da dies zum einen die Singularitiiten des rechten Faktors verringert und
zum anderen

(2.85) IGTHA+G)Il < 1+nco
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wegen G71(14+G;) = 1 — G71G s gilt. AuBerdem zerlegen wir El in seine drei
Anteile

(2.86)

=~ o nPh(x) (1) 1 e _
BxLY) = x; +n?h(z) (1+z;) v (L) (X Y)vi,
(2.87)

= -2 (x)z;(1+2;) +n2h(z)(1+x;) -1 1
B(X,Y) = — RO : Va7 (1+a)? pl(X,Y) v
L( ) ) $Z+7’}2h($2)(1+$1> Z; ( +1'z) pz( ) )'Uza

(2.88)
n*h(z:)(1+;)
x; + n?h(z;)(1+z;

Wir erhalten dann

N|=

B(X,Y) = ) e (1ra)® pS(X,Y) ;.

(2.89) 1B < 1,
~ _1 1
(2.90) 1B < (1+4es) ;2 (14m)2,
~ _1 1
(2.91) 1B < ;% (1+a:)?,

wobei c3 = sup{—z,’:(/g) |z < sinh? do} die Konstante aus Lemma 2.10 ist.

Mit Lemma A.1 folgt wegen ||By_;|| < n?cs, |[G71(1+G;)|| < 1+n%co und
|BY| < 1 unmittelbar

(2.92)
—2n%cs (14n%c0) go®go = Bru®a-1(146)Bi = 21 cs (14+1%co) go® g0 -

Die beiden anderen Komponenten erfordern eine andere Technik. Fir p = 2,3
ist
(2.93)
BJ\I@G*1(1+G7‘,)§ZH = Byu(P;-, P )®G71(1+Gi)§f

~

+ (BJ\I(Pi - (1=P)- )+ Bsu((1=P) -, P;- )) ® 114 By’
+ By ((1=P) -, (1-P) - ) ®-1 (160 B,
und wegen EZ = Plﬁz gilt
(2.94)
Byu((1=P)-,(1-F;)-) @G*1(1+Gi)§f = PB;((1-P)-,(1-P)") ®G71(1+Gi)§f
+Byu((1=PF) -, (1-F) - ) ® - ,i)G—1(1+G,i)Pi§1H .

Zur Abschétzung dieser beiden letzten Terme mufl wie in [AS2] eine zusitzliche

Symmetrieforderung an | J CH?_l gestellt werden, die in Anhang D wiedergege-

jeJ
ben ist.!4 Mit Hilfe dieser Bedingung erhalten wir dort die folgenden Ungleichungen
(D.12) | 2By (1=PF)-,(1-P) )| < n’cox? (1+a;) 2,
1 1
(Dlg) || (l—PZ)G71(1+Gl)P1 H < 772010(1+77200) .%1-2 (1+£L’1) 2.

Mpie Anordnung aus Satz 2.18 erfiillt diese Forderung.



39

Damit folgt sofort aus LemmaA.1 wegen ||Byr|| < n?cs, |GT1(1+Gy)|| <
~ 1 1

L+n%co, |BY| < z;2(142;)% und n <1
(2.95)
—2n%c11go®go = BBJ\I((I*Pi)',(]l*Pi)')®G*1(1+Gi)§f < 2n%c1190® 90,
(2.96)

4 D 4
=207 ci2g0®g0 = BJ\I((I_Pi) S (1-F) - ) B (-pyc-1(4aypBi = 20 c1290®90,

wenn man c¢11:= cg(l+cg)(1+c3) und c19:= cgcro(14+co)(14c¢3) setzt.

Es verbleibt, die beiden ersten Zeilen aus Gleichung (2.93) abzuschétzen. Dazu
ist die Symmetriebedingung nicht erforderlich, statt dessen kommt eine Interpola-
tionsformel fiir ®-Produkte zur Anwendung, ndmlich das Korollar A.3 aus [AS2],
das wir hier gleich zu der fiir uns interessanten Aussage spezialisieren. Zunéchst
aber schreiben wir die Terme in etwas anderer Form
(2.97)

By (P, P;- )@G—1(1+Gi)§i2
PR (@)x () 4+ 0P h() (1)

_ 3 (14a
x; +n*h(z;)(1+z;) 7 * ()

N

((1+G)G 'By (P, P ),v) ®p!,

(2.98)

By (P, P )@G—1(1+Gi)§i3

0 n?h(x) (1)
z; + n*h(z)(1+;)

_1 1
Z; : (1+$2)2 <(1+GZ)G71-BJ\I(PL : a-ZD’i : )avi> @pfa

(2.99)
(BJ\I(Pi (=P )+ By ((1=P;) -, P - )) 616 B
2 () s (1 s 2 N (1+x; -1
_ oW @)mtw) k)0t
z; +n?h(zi)(1+2;)

(4G (Byaa (P (1=P) ) + Byt (1=P) - Pi-) ) i) op)

Nl

(2.100)
(BJ\I(Pz‘ (1=P) )+ By ((1=P) -, P;- )) @G—1(1+Gi)§§'

n*h(xi)(1+;)
oz n2h() (L4

(GG (Braa (P (1=P) ) + By (L=P) - B ) ) i) b

[N

Das erwahnte Korollar lautet

Korollar 2.13. Seib eine symmetrische Bilinearform, die auf (im P;)* x (im P;)*

verschwindet, dann gilt fir alle 6 > 0

A
IN

1 1
(2.101) —5||pri®pi—5HbIIgo®go < go®D! —5Hbllpi®pi—gllbllgo®go,

N
IN

1 1
(2.102) —6|b|| pi®pi — 5 bl go®go < 90@]%g =016l pi ®pi — 5 18]l 9o ® g0 -
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Insbesoncllere folgt1 also fiir by := xi_%(l—&—mi)% (1+G)G 1By (P -, P+ ),vi)
und § =z, 2 (1+2;)® wegen ||b1]] < (1+n%co)n?cs < n?cgy mit cg:= (1+co) cs
(2.103)
a7 (1) piopi — 17 hgodgo < bioep!t < nPchai (1+z:) piopi +10°chgo®
und fiir by:= x;%(l-i-.%'i)% (BJ\I(H - (1-P) )+ Byu((1-P) -, P;- )) wegen
[[bal| < 27 c
(2.104)
—2m? g ay (14a:) piop — 20 chgo®g < baop)’S < 2P chay (1+a:) pi@pi + 207 ch go®go

Aufgrund von _"zh/(w;):ﬁﬁzgi)ﬁazgg)(H“) < 14c3 und % <1<
1+ c3 liefern die Gleichung (2.103-2.104) insgesamt
(2.105)
—n?eizx; H(142:) pidpi —n* c13 go® go
< Byu(P;-,P;- )®G71(1+G,i)§f
< n?ezx; (1+x) piopi +n*c13 go® 9o ,
(2.106)
—2n% ez (14+2:) pi®pi — 20 €13 Go ® 9o
< (BJ\I(Pi - (1=P)- )+ Bsu((1=P;) -, P;- )) @G*1(1+Gi)§f
< 2% ez H(14a;) pidpi + 207 c13 o ®go
wobei ¢13:= ¢g(1+c3).
Aus den vorangegangenen Uberlegungen erhalten wir die folgende Abschétzung
fir By y®ag-1B;:

Lemma 2.14. FEs gibt nur von n, h, dy und N abhdngige Konstanten c14 und c1s,

so daf$ auf UrNQ

(2.107)

—n?erax; H(1+3;) pidpi —n*cis90®90 = 2Brr®a-1Bi 2 nPciax; (1+x:) pidp + 1 1590 ® 9o

gilt.

In der zusammenfassenden Kriimmungstensorabschéitzung kénnen wir das Auf-
treten einer singuliiren oberen Schranke der Form n?ciax; 1(1+xi) Pi ®Pp; vermei-
den, indem wir 2Bj. ;®qg-1B; geschickt verrechnen. Es gilt zunéchst folgende
Abschiitzung (n? < 1):

(2.108)

—(14 ¢34+ c14) xi_l(H‘ﬂUi) Pi®Pi — 1N*C1590 ® Yo
Lo (@) w) + n?h(z) (1)
- x; +n?h(z;)(1+x;)

2h(zs)(1+m;)
~ 2 _ n i i
- (77 €14 x; + n?h(z;) (1425

xz_l(1+xl) pPi®P; — QBJ\I®G—IBi

) )x;1(1+xi) Pi®Ppi +772C1590®90-
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Folgende Uberlegung zeigt, warum diese Zusamenfassung vorteilhaft ist: Die

Funktion f:(0,00) = R, f(z) = (014 - %m) 7 (1+z) ist wegen
lim, 0 f(x) = —oo und lim, o f(z) = c14 nach oben beschrinkt. Sei C :=
SUPge(0,00) [ (#) +1 > c1a. Fiir 0 <z < 52— folgt c14 — Cz(1+z)™' >0 und
daher aus f(z) < C unmittelbar ¢j4 — Ca(1+z)"" < %m und somit
1 T 1 — 3 1 :
i=CaT T~ A@ (i) > e Ist dann n? < ¢ = mm{l,m}, so ergibt
sich % > n?h(z)(14+2) + 2 oder dAquivalent dazu % >

Cla — Cm(l—i—x)*l. Die letzte Ungleichung ist fiir x > chﬁm trivial. Daher gilt

insgesamt fiir alle z € (0, 00)

~ Ph(z)(1+x)
x4+ n?h(z)(1 4+ z)

(2.109) (n*ca Jz t(1+z) < n*C.

Wir erhalten somit:

Lemma 2.15. FEs gibt Konstanten C und 0 < ng < 1, die nur von n, h, dy und
N abhingen, so daj3
(2.110)
—(1+ ez +cia) xy H(+2) pidpi —n*c1590 ® 9o
o PR @)ri(L4a) +n?h(e)(1+i)
- zi + n*h(z;)(1+;)
=< P Cpi®pi + 0 c1590® Yo -

z; ' (142i) piopi — 2B e B

auf UrNQ fir 0<n<mng.

Abschliefend kénnen wir den Kriimmungstensor folgendermafien einschlieflen:

Lemma 2.16. Es gibt Konstanten C1, Co, C5 und 0 < ng < 1, die nur von n, h,
dy und N abhingen, so daf auf Uy NQ fir 0 <n <o

(2.111) ~C1go®go — Coz; '(1+x;) piopi < R* < n*C590m90
qgilt.
Ein Vergleich mit

(2.112)

909 = go®go+2 Y n*h(x;)z; (1425) goopy + > n*hla)h(we) x; ' (1+a;) o (1+ak) plopy
JjeJ J,ked

liefert wegen g®g > go®go und g®g > 2n*h(z)z; (1 + i) godp! >
n*h(sinh®do) x; ' (1+2;) pi@p; das folgende Lemma:

Lemma 2.17. Es gibt Konstanten A und 0 < ng < 1, die nur von n, h, dy und N

abhingen, so daf auf Q fir die Familie Riemannscher Metriken (gy)o<n=<no
1
(2.113) —pheog = R* <’ Agoyg

gilt.
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Den Abschnitt beenden wir mit dem folgenden Ergebnis:

Satz 2.18. Sei V eine kompakte, total-geoddtisch eingebettete Untermannigfaltig-
keit der Codimension 2 in einem kompakten komplex-hyperbolischen Raum CH" /T
und p € Iso(CH"/T") eine Rotation, deren Fizpunktmenge V ist. Die Urbilder die-
ser Untermannigfaltigkeit unter der kanonischen Projektion pr : CH" — CH" /T
seien total-geoddtische (CH?_l, j € J. Dann trigt Q = CH"/T' \V eine Familie

vollstindiger, reell-analytischer Riemannscher Metriken (/g\n)0<n<n0, die
1

(2.114) -5 A < K, <n’A
U]

mit einer dimensionsabhdngigen Konstanten A gendigt.

2.7. Streckung mit einer C°°-Funktion. Im Gegensatz zu den vorangehen-
den Abschnitten dieses Kapitels betrachten wir hier auf € eine Metrik der Form
g=g0+> ;_;9; mit gj = n*h(z;)(1+z;) xj_lp;?, wobel jetzt h : [0,00) — [0,1]
eine C*°-Funktion mit A(0) = 1, A’ < 0 und supph < %0 ist. Alle bisher auf-
getretenen Reihen reduzieren sich damit lokal zu endlichen Summen, und es sind
keine Konvergenzbeweise erforderlich. Der Kriimmungstensor der C*°-Metrik g auf
2 148t sich direkt aus (2.66) iibernchmen. Aufgrund der Definition von U; und der
Bedingung an den Tréger von h verschwinden auf UyN§2 alle Terme, in denen iiber
J~ I summiert wird. Ebenso verschwinden B ;. 1, da die einzelnen B; geméfl Lem-
ma 2.6 gegeben sind, und G~ — (1+G1)~ !, weil G ;. ; verschwindet. Wir erhalten
daher

1
R# = —W®Wo — PP
(2.115) . 1
- B (2) + 2Rz )1 ) ———
;( D+ Ph(z)ar ) (1+a)? ] P
wobel
.
h 7 h 7 ) ]- 2 - ;,U
go+;( P @)+ h(e)er ) (4m) s
(2.116)

2
nh(zi) ¢

— E 1 i) ——————— D> .
iel( ) xi+n?h(x;) bi

Da p} eine positiv-semidefinite Bilinearform ist und go — ), (14+;) % D;
fir n? < % geméf Lemma C.3 auf € positiv-definit ist, ist auch p auf  positiv-
definit, und wir erhalten negative Kriimmung fiir die Metrik g.

Indem wir die in den vorigen Abschnitten erzielten Ergebnisse verwerten, erhal-

ten wir abschlieflend

Satz 2.19. Sei (V;)X_, eine Familie kompakter, total-geoditisch eingebetter Unter-
mannigfaltigkeiten der Codimension 2 in einem kompakten komplex-hyperbolischen
Raum CH"/T'. Die Urbilder dieser Untermannigfaltigkeiten unter der kanonischen
Projektion pr : CH" — CH"/T seien total-geoditische (C]HI?_1 , j € J, die sich

paarweise orthogonal in Codimension 4- Untermannigfaltigkeiten schneiden. Dann
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tragt Q := CH"/T ~ Uivzl V; eine vollstindige Riemannsche Metrik der Klasse

C®, deren Schnittkrimmung negativ und gleichmdf$ig nach unten beschrdankt ist.

Bemerkung . Das entsprechende Ergebnis fiir Quotienten des hyperbolischen
Raums wurde in [AS1] bewiesen. Dort wird die Bedingung an den Triger von h
von Beginn an ausgenutzt, was eine stark vereinfachte Kriimmungsberechnung er-
laubt. Dieselbe Rechnung l#8t sich — wie in [AS1] schon angedeutet — leicht auf den
komplex-hyperbolischen Fall iibertragen und bestéitigt (2.115). Man sieht an dieser
Stelle den Unterschied zwischen der analytischen Streckung und der C'*°-Streckung
aufs deutlichste: Die Voraussetzung an den Triger von h ist keine kiinstliche Be-
dingung, sondern fiir den Gewinn einer Metrik negativer Kriimmung zwingend er-
forderlich. Im C°°-Fall gibt es ndmlich keinen Spielraum fiir etwaige, noch so kleine
Fernwirkungsterme, denn auf der Ebene zweier Killingfelder geht die Kriitmmung
mit Annidherung an den Divisor gegen 0, wihrend die Fernwirkungsterme aus (2.66)
zwar klein sind, aber nicht verschwinden und vom Vorzeichen nicht kontrolliert wer-
den kénnen.

Analog zu [AS1] lieBe sich iibrigens mit der Koflichenformel zeigen, daff die Man-
nigfaltigkeiten aus Satz2.19 endliches Volumen besitzen. Lafit man die Bedingung
an den Trager von A fallen, so ist auch diese Rechnung in dieser Form nicht mehr

moglich.

3. RIEMANNSCHE METRIKEN AUF DEM BLOW-UP

In [AS2] werden reell-analytische Mannigfaltigkeiten nicht-positiver Schnitt-
kriimmung konstruiert. Dabei handelt es sich um Blow-ups von kompakten Quo-
tienten des hyperbolischen Raums lings total-geodatischer Untermannigfaltigkei-
ten der Codimension 2. Diese Blow-ups tragen eine Metrik, die in der universel-
len Uberlagerung H™ aus der Standardmetrik durch Streckung in Richtung der
Killingfelder zu Rotationen um die Urbilder der total-geoditischen Untermannig-
faltigkeiten hervorgegangen ist. Es liegt nun die Vermutung nahe, daf} sich die
Konstruktion direkt tibertragen 1é8t, wenn man anstelle des hyperbolischen Raums
H"™ den komplex-hyperbolischen Raum CH" als Ausgangspunkt wihlt, insbeson-
dere deshalb, weil diese Aussage im einfachsten Fall aufgrund der metrischen qui-
valenz von CH' und H? offensichtlich ist. Im folgenden wollen wir anhand der
Kriimmungsberechnung in einer vereinfachten, aber grundlegenden Situation auf-
zeigen, daB sich diese Vermutung schon fiir CH? als falsch erweist, sich also die
Konstruktion aus [AS2] nicht unmittelbar tibertragen lafit. Statt allgemein den
Blow-up von total-geodétischen Untermannigfaltigkeiten in kompakten Quotien-
ten zu betrachten, untersuchen wir den Blow-up zweier sich orthogonal schnei-
dender total-geoditischer CH' in CH?. Es stellt sich heraus (Satz 3.1), da88 bei
der entsprechend [AS2] definierten Metrik bestimmte Ebenen im Tangentialbiindel
des Divisors positive Schnittkriimmung tragen. Dieses Auftreten positiver Schnitt-
kriimmung liegt dabei nicht in der Forderung nach reeller Analytizitit der Metrik

begriindet, sondern ist konzeptionell bedingt. Im Anschlufl daran werden wir kurz
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darauf eingehen, inwiefern der Streckungsansatz zumindest in der vereinfachten
Situation modifiziert werden kann, um die fiir die positiven Schnittkriimmungen
verantwortliche Ursache zu beseitigen.

3.1. Blow-up. Wir geben zunichst ein elementares Modell des Blow-ups M* —
CH? zweier sich senkrecht schneidender CH' in CH? an. Dazu sei eg,e1,e2 eine

g-ON-Basis von C>! mit ((e,ep)) = —1. Desweiteren sei
E, := spanc{eo, ez}, CH} := n(E, N M),
(3.1) E; := spanc{eg,e1}, CH} := n(Ey N M?®),
E := spang{eg,e1, e}, H? := n(EnM°),

ET = {we E| (w,ep) <0}

Sind nun 71,72 € R vorgegeben, so ist

(3.2) z = \/1 + sinh? 7y + sinh® ry eg + sinh 7y 1 + sinh 7y €9

das eindeutig bestimmte 2z € E* N M5 mit ((z,e;)) = sinhr; und ((2,e2)) =
sinh 73 . Dies erméglicht die Definition eines C*-Diffeomorphismus zwischen R? und
H2 ¢ CH? sowie die einer C¥-Surjektion f=mo f : S'xS'xR? — CH? durch
(3.3)

flo1,02,71,12) = \/1 + sinh? 71 + sinh® ro ey + sinh 7y €' e; + sinhry €792 ey .
Es gilt dabei

of _ of _ A+a)( +z)

(34) 3%01 - Klof7 31"1 - Sgn’l"l( 1—'—(1:’1—'—1'2 U1 Of7
of _ af _ A+z)d+as)

(3.5) Doy Kyof, Oy sgnrg( T—— vy | o f.

Dabei sind v} := vy — (v1,v2) v2 und v := ve — (v1,v2) v zur Dualbasis von vy
und vy proportional.

Bezeichnet A ~ Zs x Zy die diskrete, freie Gruppe von Diffeomorphismen von
S1x 81 xR? mit den Erzeugenden (1, @2, 11, r2) = (01 + 7, 2, —71, 72) und
(p1, @2, 11, 12) = (1, P2 + 7, 71, —T2), so faktorisiert f gemifi dem folgenden
kommutativen Diagramm:

STxSTxR? — (S1xSTxR?)/A

(3.6) fl Fl

CH* —— CH?
M*:= (S'xS*xR?)/A ist der Blow-up von CH? liings CH} UCHS. . Die Abbildung
F ist némlich ein C*-Diffeomorphismus zwischen pr(S*x.S!x(Rx\{0})x (R~{0}))
und CH? \ (CH; U CHJ) . Desweiteren gilt fiir die Fasern eines Punktes

RP!, p € (CH; UCH)) ~ (CH; N CH3),

(3.7)  Fl(p) =
RP! x RP', pe CH; NCH,.
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3.2. Streckung der Metrik. Wir betrachten auf CH* \ CH] die Metrik
(38) 9o + h(ml)x;2<'7K1> <K17 > )

mit einer C*°- bzw. C*-Funktion h : [0,00) — [0,00) mit h(0) > 0. Dieser
entspricht mittels f die auf ganz S' x S' x R? erklirbare Riemannsche Metrik

0
g = g _ |, wobei
g

0
(39) g = 1 (1+x1) + (1+z1)? h(z1) r122 + (14z1)ze h(x1)
2129 + (14x1)xe h(21) xy (1+22) + 23 h(z)
(3 10) g:] _ (1+£L’1)(1+$2) 1 —thiths
’ I+z1+20 —thyths 1 '

Dabei steht th; als Abkiirzung fiir tanh r;. Beziiglich dieser Riemannschen Metrik
g auf S'x S'xR? sind die Elemente von A Isometrien, so daf§ sich mittels g ei-
ne vollstdndige Metrik der Klasse C* bzw. C* auf dem Blow-up erkldren 1a8t. g
ist vollstéindig, denn es gilt dg(F' -, F -) < dg, falls dg, und d, die zu go und g
gehorenden Abstandsfunktionen sind. Die Bilder jeder Cauchyfolge auf dem Blow-
up unter F' konvergieren somit. Daher liegen die Folgenglieder wegen der Eigen-
schaft (3.7) von F' in einer kompakten Menge, und die Cauchyfolge besitzt eine

konvergente Teilfolge, konvergiert also.

3.3. Schnittkriimmung. Die Kriimmungsberechnung fiihren wir in der universel-
len Uberlagerung durch. Dazu bezeichnen wir mit by, ..., bs die Standardbasis auf
Rx RxR?. Wir benétigen desweiteren

_ 1 thyths
3.11 L= .
(3.11) g (thlthg 1 )

In Koordinatenschreibweise g = g=!(b;,b;) lautet dies
(3.12) g3 = ¢ =1, g = ¢" = thiths.

Wir ziehen die schon in (2.42) benutzte Formel fiir den (4, 0)-Kriimmungstensor
heran. Da der euklidische Kriimmungstensor verschwindet, schreiben sich die Kom-

ponenten R;jp;:= g(R(bi7bj)bk,bl) in der Form R;ji; = R;jkl —l—Rg’jkl , wobel
(3.13)
P (bi b)) —d2  g(bi, b)) —dZ . g(bi b)) +d2 , g(bi,by)
ikl = D) b;,b:I\955 Ok b;,by I\0i, Ok b; bk I\0j5 01 b b, I\Vis U1
und

(3.14)
Ry = (B(bj,b),G™" - B(bi,by)) — (B(bi,b), G - B(b;,bi)) -

Mit der Bezeichnung

1
(3.15) Bije == (Blbisby),be) = 3 |dbg(by,b) + i, 9(bi,be) + oy (b, by)
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gilt aufgrund der Blockstruktur der Metrik R}, = R}, + R[J}, , wobei

(3.16)
2 4
ik = Z <leuBiku _Bilqulw)g/w und R}, = Z (Biji/w —BimBjku)g’w~
H,v=1 Hv=3

Wir werden im folgenden die R1221-Komponente des Kriimmungstensors berech-
nen und sehen, daf} sie fiir 71 = 0 positiv ist, so daf} sich vermoge der angegebenen
Konstruktion eine Mannigfaltigkeit nicht-positiver Kriimmung nicht erzielen 148t.
Dazu bemerken wir zunéchst, dafi R{,5; = 0 ist, da die Metrik (3.9/3.10) rotations-
symmetrisch ist, partielle Ableitungen nach den Winkelkoordinaten also verschwin-
den. Aus demselben Grund gilt auch R}y, = 0, denn in den dort auftretenden
B;ji, sind sémtliche Indizes kleiner als drei. Es gilt daher

(3.17)
Rigo = Ry

= ((3123)2—31133223>933 + ((3124)2—3114Bzz4>944 + (231233124—32233114—31133224>9347

und es verbleibt, die folgenden Komponenten von B auszurechnen: Bii3, Bii4,
Bia3, Bia4, Boss und Basy. Wir bedienen uns dabei der Identitét

8xk
1 — =2th; (1

(3.18) oy r(14+zk)
fir k=1,2.
(3.19)

10
B3 = —5 677;91(5)1,1)1) = —th1(1+l’1) (1+2$1) — 2th1(1+x1)2 h(xl) — th1(1+$1)3 h/(xl),
(3.20)

1 Jg
Biis = —3 %(blabl) = 0,
(3.21)

10
Bias = —5 377."91(1)1’ bg) = —th1(1+x1) To — th1(1+$1) To h(xl) — th1(1+1‘1)2 To hl(ml) ,
(3.22)

1 Jg
Biog = —5 87712(171, bg) = —thyx (1+JU2) — th2(1+$1) (1—|—1‘2) h(iEl) ,
(3.23)
Baaz = ! @(bz by) = —thy(14z1) 23 h'(z1)

2 81"1 ’ 2 ’
(3.24)

0

7(172, bg) = —th2(1+1‘2) (1+21‘2) - 2th2 xro (1—|—I2)2 h(Il) .

1
By = —=
24770 Oy

Einsetzen dieser Terme und der aus (3.12) in (3.17) liefert nach einigen Zusam-

menfassungen

(3.25) Rioo1 = —(1+CE1 —1-372) |:I1:172 + $1(1+J]1)ZE2 h/(iﬂl) — (1+$1)l‘2 h($1)2:| .
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Insbesondere erhélt man daher fiir vy =0 und 79 # 0
(3.26) Rigo1 = @a(l422) h(0)*> > 0

und damit positive Schnittkriimmung.

In analoger Weise zeigt man, dafl auch bei der Metrik
(3.27) go + h(z)ay? (- K1) (Ki, -) + h(za)a3” (-, Ka) (Ka, -)

stets positive Schnittkriimmungen auftreten. Bei der vorangegangenen Rechnung
sind dazu nur die passenden Terme zu ergénzen. Letztendlich ergibt sich auf dem
Divisor wieder (3.26). Die Uberlegungen lassen sich wie folgt zusammenfassen:

Satz 3.1. Seien CH} und CH} zwei total-geoditisch eingebettete Codimension 2-
Untermannigfaltigkeiten in CH?, die sich in einem Punkt orthogonal schneiden.
Mit Ky und Ko seien die Killingfelder zu den Rotationen um diese Unterman-
nigfaltigkeiten bezeichnet. Sei ferner h : [0,00) — [0,00) eine C- bzw. ei-
ne C¥-Funktion mit h(0) > 0. Dann lassen sich die Riemannschen Metriken
g + h(x)ay?(-, K1) (K1, -) und go + h(x)a (-, Ki) (K, -) +
h(xo)x52 (-, Ky) (K2, -) auf CH?> < (CH; U CHy) 2u vollstindigen Riemann-
schen Metriken der Klasse C® bzw. C¥ auf dem Blow-up M* — CH? wvon
CH; UCH) ¢ CH? fortsetzen. Es treten dabei stets positive Schnittkrimmungen

auf.

3.4. Vergleich mit der analogen Situation in H", Modifikation der
Streckung. Streckungen der hyperbolischen Metrik in Richtung der Killingfelder
zu Rotationen um total-geodétische Codimension 1-Untermannigfaltigkeiten und
der Ubergang zum Blow-up, der dann eine reell-analytische Metrik nicht-positiver
Kriimmung triigt, wurden viel allgemeiner in [AS2] abgehandelt. Wir wollen hier je-
doch kurz die Situation des vorangehenden Abschnitts mit der dazu direkt analogen
Situation im hyperbolischen Raum vergleichen. Dabei versuchen wir herauszustel-
len, was im komplex-hyperbolischen Fall der Grund fiir das Scheitern dieser Kon-
struktion ist, und gehen darauf ein, wie man den Ansatz moglicherweise verbessern

kann.

Betrachtet man eine Metrik der Form (3.8) auf H*\H?, so erhiilt man in gleicher

g

0
Vorgehensweise wie zuvor eine Metrik der Gestalt g = <O > auf S1x S xR2?,

g
der Uberlagerung des Blow-ups, wobei g identisch zu (3.10) ist und

(3.28) g = (xl + hia) 0) .

0 T2

Diese Formel entspricht der Spezialisierung von (3.5) in [AS2] auf diesen einfachen
Fall. Die nicht-diagonalen Elemente verschwinden im Gegensatz zu (3.9). Dies hat
zur Konsequenz, dafl Bys3 und Bjs4 im hyperbolischen Fall verschwinden. Schliisselt
man die Rechnung, die von (3.19-3.24) zu (3.25) fiihrt, dementsprechend auf, so
wird ersichtlich, dafl es der zweite Summand von Bjay in (3.22) ist, der die positive

Kriimmung im Fall z; =0 bewirkt.
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Die Idee, dies zu beheben, besteht darin, zu (3.8) einen Term der Gestalt
oz, m2) ((+, K1) (K2, ) + (-, Kz) (K1, -)) so hinzuzuaddieren, daff das zu-
gehorige g fiir r1 = 0 oder ro = 0 die Metrik eines Rechtecktorus wird, d.h. daf} die
nicht-diagonalen Elemente von g in diesem Fall verschwinden. Dies gewéhrleistet
2.B. a(r1,r3) = —x7 (1+22) "' h(x1) . Damit gilt:

g™ = go + h(z)a? (- K1) (Ky, )

(3.29) o B
— a7 (I4ao) " h(zy) (-, K1) (Ko, -) + (-, Ka) (Ky, -))
und
(3.30)
gmod _
1 (14+21)+(1+21)2h(21) =221 (1+21 )22 (1+22) 1 h(21) 122 —2125(1+22) " th(z)

1179 — 125 (14+22) " h(21) zo(1429) — 23h(21)

Das zugehorige B9 lautet
(331) Bigid = —thg Iy (1+£L’2) + th21’1$2(2+.’b2) (1+(E2)71 h(fEl) .

Mit dieser Modifikation verschwindet also dieser Term fiir 1 = 0, jedoch erweist
sich eine allgemeine Schnittkriimmungsabschéitzung tiber die Koordinatenrechnung
bzw. die Abschitzung des Kriimmungsoperators in der Art von [AS2] als schwierig.
Auflerdem ist die Verallgemeinerung dieser Modifikation in Dimension > 4 unklar,

und das Aufstellen einer Poincare-Reihe in Analogie zu [AS2] unmdoglich.

4. KAHLER-MANNIGFALTIGKEITEN

In diesem Kapitel behandeln wir die Frage, ob durch eine kombinierte Streckung
der Standardmetrik des komplex-hyperbolischen Raumes in Gradientenfeld- und
Killingfeld-Richtung neue Kaihler-Mannigfaltigkeiten gewonnen werden koénnen.
Das negative Ergebnis ist in Satz4.1 festgehalten.

4.1. Allgemeines. Seien M eine Mannigfaltigkeit mit fast-komplexer Struktur .J,
go und g zwei Hermitesche Strukturen auf M, wobei gg zusétzlich eine Kéhler-
Struktur sei. Wie in Kapitel 2 bezeichne V die kovariante Ableitung beziiglich
go und V' die beziiglich g. G™'-B =T = V' — V sei der Differenztensor, die
Kéhlerbedingung fiir die Metrik g lautet dann V'J = 0. Wir {ibersetzen dies in
eine Bedingung an B. Es gilt fiir beliebige Vektorfelder X und Y auf M:

0 =VkJ.Y N gLy e Y

(4.1) =Vx(J-Y)=Vx(J-Y)—J - (VkJ—VxY)
=G 'B(X,J-Y)-J-G'B(X,Y).
Da beide Strukturen hermitesch sind, gilt GJ = JG, wegen

(4.2) (GIX,Y) =g(JX,Y) = —g(X,JY) = — (GX,JY) = (JGX,Y) .
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Die Kéhlerbedingung ist deshalb &dquivalent zu der Forderung, dafl
(4.3) B(X,J-Y) = J-B(X,Y)
fiir alle Vektorfelder X und Y auf M ist.

4.2. Hermitesche Streckung der Standardmetrik. Wir betrachten die verein-
fachte Situation von N CH" ! in CH" mit n > 2, die sich paarweise orthogonal
schneiden. Sei i € {1,...,n}. Dann definieren wir auf Q:= CH" \ Uivzl CH} !

(4.4) g = hi(z)x;? (K (J-K;, )
und auflerdem
(4.5) gt =gi(J T ) = hi(w)a? (LK) (K, )

wobei wieder mit K; das Killingfeld zur Rotation um CH} ' bezeichnet wird und
die h; beliebige Funktionen sind. Um eine Hermitesche Metrik zu erhalten, definie-

ren wir die neue Metrik auf die folgende Weise:

N
(4.6) g:=g0+ Y (gi+g").
i=1
Wir bekommen das folgende Ergebnis:

Satz 4.1. Ist J die komplexe Struktur aus Kapitel 1, g die oben definierte Metrik
und n > 2, soist (0, J,g) genau dann eine Kdihler-Mannigfaltigkeit, wenn g = go
ist, d.h. alle h;, =0, 1 <i< N, sind.

Beweis. Wir definieren B! durch
(4.7) 2(B{(X,Y),Z) = Vxgi(Y,Z2)+ Wy (X, Z) — Vzg:(X,Y)

und B! entsprechend. Dann ist das zu g gehérende Tensorfeld B gegeben durch
B = ZZI\; B;, wobei B;:= B!+ BI'. Setzen wir

(4.8) i(@) = (=2 () + Phi(z)e ) 27F (142)?
(4.9) Bi(a) = Phi(x) a~F (142)* |
(4.10) i) = n2hi(z) zF (142)7

so gilt entsprechend Formel (2.6)
(4.11) Bi(X,Y) = —ai(a) py (X, V) vi + Bi(x:) p5 (X, V) vi + i) (X, Y) v; .

Desweiteren ergibt Formel (2.51)

Vg (Y, 2) = = 2a,(w;) (v, X) (&,Y) (6, Z)
(4.12) = Bi(ai) (&, X) (v, Y) (&, Z) + (&, X) (v, Z) (&,Y))
— i) (X, J-Y) (&, Z) + (X, J-Z) (&,Y))
und somit
1 = —a;(z;)p? ; a;(x;) — Bi(x; & v;
(4.13) B (X,Y) i(w5) p; (va)£1+( i(zs) — Bi( 1)) pz(X7Y) i

—7i(@i) (&, X) JY —vi(zi) (6, Y) J- X,
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wobei p?(X,Y) = (X,v;) (&,Y) + (X, &) (v;,Y) .

Liegt eine Kéhler-Mannigfaltigkeit vor, so gilt geméfl Abschnitt 4.1 speziell fiir ein
beliebiges k € {1,...,N}

0= J'B(’l}k,’l}k) - B(J"Uk,’l)k)

[T+ Bi(vw, o) = Bi(J - vk, vi)]

I
AMZ

@
Il
-

(4.14)
Yilzi) (& + (& &) &)

[
.MZ

s
Il
-

N
yil@)& + Py i@

i=1

I
.MZ

s
I
-

Da die ¢; jedoch linear unabhiingig sind, folgt ~(x;) = 0 fiir alle ¢ # k und wegen
der freien Wahl von k insgesamt h;(x;) =0 fir alle 1 <i < N. O

ANHANG A. DAS ®-PRODUKT VON BILINEARFORMEN UND BILINEAREN
ABBILDUNGEN

Das @-Produkt zweier Bilinearformen b;,b, € L?R"™, das sogenannte Kulkarni-

Nomizu-Produkt, wird allgemein definiert durch

(A1)

B Ob(X, Y5 ZW) = 5 (b (X W) ba(Y, 2) = by (Y, W) ba(X, 2)
—b1(X,2) b2 (Y, W) + b1 (Y, 2) b (X, W)), VX,Y,Z, W eR".

Dieses Produkt ist symmetrisch, d.h. es gilt by ®bs = bo ® by , schiefsymmetrisch in
beiden Argumentpaaren sowie symmetrisch gegeniiber Austausch der Argument-
paare, daher kann man b; @b, als Element von S2A;R"™ ansehen vermoge multili-

nearer Fortsetzung der Gleichung
(A.2) heb(XANY,WAZ) = bieb(X,Y;Z,W).

Wir iibernehmen diese Definition fiir das Produkt zweier symmetrischer Bilinear-
formen «; und ag. Dann erfiillt «; ® as auch die erste Bianchi-Identitét, wie sich
unmittelbar nachpriifen 148t. Sind insbesondere a; und as positiv-definit, so ist
auch a;®as eine positiv-definite Bilinearform auf AsR™ x AsR™. Desweiteren
schreiben wir a1 ®@as < az@ay, falls diese Ungleichung fiir die zugehorigen qua-
dratischen Formen auf AsR™ erfiillt ist. Dann gilt a1 ®as < a1 @as, falls 0 < oy
und 0 < ap < a3 (siehe [AS2]).

Fiir zwei schiefsymmetrische Bilinearformen (; und [ erfiillt das
gemid (A.l) definierte Produkt die erste Bianchi-Identitdt nicht. Bei
Kriimmungsberechnungen ist es jedoch besser, mit Ausdriicken umzugehen,



51
die alle Kriimmungstensorsymmetrien erfiillen. Wir definieren daher abweichend
von (A.1) 81 ® B2 durch

(A.3)

515X,V Z,W) = 5 (51X, W) Bo(Y, 2) — 52(Y, W) Ba( X, 2)
~ (X, 2) B (Y, W) + Bi(Y, Z) B X, W))
- 61(X7Y) 62(Z7 W) - 61(Z7 W) 62(Xa Y)7 VX7Y7 ZaW S R™.

Auch hier stellt das @-Produkt geméf (A.2) eine symmetrische Bilinearform auf
AsR™ dar. In Anwendungen besteht ein Unterschied zu dem @®-Produkt symme-
trischer Bilinearformen darin, dafl Ungleichungen fiir die 51 ® 82 zugeordnete qua-
dratische Form auf AsR™ in der Regel nicht auf ganz A;R™ gelten, sondern nur auf
der fiir die Schnittkriimmung relevanten Teilmenge {X AY | XY € R”} . So 148t
sich unmittelbar iiberpriifen, dafl

(Ad)  L1eBAXANY,XAY) = Bief(X,Y;V,X) = 351(X,Y)B(X,Y)
und damit
(A.5) BOBXANY,XANY) = 3B(X,Y)? > 0.

Doch ist z.B. ey,J - e1,ea,J - e eine ON-Basis von Tp(C]HIQ7 dann ergibt direkte
Auswertung

(AG) w0®w0(61 AN J'eg — €2 N J'€1 , €1 A\ J'62 — €2 A J‘Sl) = —2.
Da es 6fter vorkommt, dafl wir auf {X AY | XY € R”} ®-Produkte miteinander

vergleichen miissen, fithren wir dafiir eine eigene Notation ein und schreiben

(A7)
bioby = Viob, falls bab(XAY,XAY) < V,eby(X AY,XAY) firalle X,V € R".

Wir zeigen jetzt die in Kapitel 1 zitierte Ungleichung

(A.8) 0 = woowo = 390®Yo-

Dazu gehen wir von einer ON-Basis von T,CH" der Form eg;, = J-eg,_1 aus
und schreiben X = S77", X'e; und Y = 37", Ve, . Zusammenfassung geeigneter
Terme liefert dann

(A.9)

390®90(X, Y1 Y, X) — wouwo(X,Y;Y, X)

= 390(X, X)g0(Y.Y) = 390(X,Y)? = Bwo(X,Y)?

Il
N | W

i |:(X2i—1y2k‘ _ XQk:—lyZi +X2iy2k:—1 _ X2kY2i_1)2
Lk=1 4 (X2ifly2k‘71 o XQ]C*I}/Q’L’*I +X2ky2i o X?ink)Q

>0

und damit das Behauptete.



Im folgenden wenden wir uns dem @-Produkt von symmetrischen bilinearen
Abbildungen Bj, By : R™ x R™ — R™ beziiglich einer symmetrischen Bilinearform
[:R"xR"™ - R zu und definieren B; ®; B2 gemif Definition 5.13 aus [AS2] durch

(A.10)
BioBa(X,Y; Z,W) = %[ U(By(X, W), Bs(Y, Z)) — (B (Y, W), Bo(X, Z))

~U(Bi(X. 2), Bo(Y, W) + U(B1(Y. 2), By(X. W)

Wir schreiben By ®r,Bs statt Bi®¢..L.yBa2 fiir einen symmetrischen Endomor-
phismus L : R® — R™, wenn klar ist, welches Skalarprodukt (-, -) gemeint ist.
Unmittelbar aus der Definition ist dann ersichtlich, daf3

(A.11) Bi®rBs = Bi1®1LBy = LB1®1B>.

Wie bei den zuvor definierten Produkten stellt auch dieses @-Produkt geméf (A.2)
eine symmetrische Bilinearform auf AsR™ dar, und wir verwenden die in (A.7)

eingefithrte Relation < analog.

Fiir Abschétzungen solcher Produkte eignet sich dann folgendes Lemma:

Lemma A.1. Ist (-, -) ein Skalarprodukt auf R™ und bezeichnet || - || die Ope-
ratornorm beziiglich dieses Skalarprodukts, so gilt fiir zwei symmetrische bilineare
Abbildungen By, Bs

(A.12)

2| B[ IB2ll 1L (-5 )@ (-, -) = BiorBa = 2| Bil[ | B2l [IL]| (- ) @ (-

Beweis. Die Definitionsgleichung (A.10) ergibt direkt

(A.13) [BioBo(X AY, X AY)| < 2B | Baf |IL]] (X, X) (YY) .

Wegen X AY =X A (Y =534 X) wd [X|* [y -85 x|° = (X, x) () -
(X,Y)?2 folgt

(A.14)
|BiorB2(X ANY, X AY)| < 2|Bi||[|Ba|l | L] ((X, X) (Y,Y) = (X,Y)?)

und damit die Behauptung. (]

ANHANG B. SPIEGELUNG IN EINEM LOKAL-SYMMETRISCHEN RAUM

Sei V' eine total-geodétische Untermannigfaltigkeit der Codimension1 in einer
lokal-symmetrischen Mannigfaltigkeit (M™ g), p€V, e1,...,e, eine ON-Basis von
T, M mit span{es,...,e,} =T,V und S : T, M = T, M, X — X —2(X,eq)e; die
Spiegelung in T, M an T, V. Als Abkiirzung schreiben wir X fiir - X. Wir werden
zeigen, dafl S eine Isometrie von (7, M, expy g) ist, d.h.

(B.1) exp,gx(Y,Z) = exp,gx(Y,2) firalle X € T,M, Y,Z € Tx(T,M).
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Dazu geniigt es natiirlich, den Fall Y =7 zu betrachten. Der Beweis verlduft analog
zum Beweis der Aussage ,VR=0 = —id ist eine Isometrie von (T,,M,exp; g) “,
jedoch muf} zusétzlich die Codazzi-Gleichung bemiiht werden.

Sind X € T,M, Y € Tx(T,M) gegeben, so seien cx,cg : R = M Geoditische
mit cx(0) =cx(0)=p, éx(0)=X und ¢ (0)=X. Jx sei das Jacobifeld lings cx
mit Jx(0) = 0 und 3, Jx(0) =Y, Jg das Jacobifeld lings cx mit J5(0) = 0

und Y J5(0) = Y. Wir driicken diese Felder in ihren Komponenten beziiglich

X
“w

serer urspriinglichen ON-Basis aus. Dann lauten die Anfangswerte der Jacobifelder
J(0) = J5(0) =0, £J%(0) = Y* fir p=1,...,n sowie £JE(0) = Y fiir
p=2,...,n und LJL(0)=-Y"', und es gilt:

der parallelen Fortsetzungen (e (t))Z:1 lings cx und (ef(t))zzl lings cgx un-

dt’ X
(B-Z) eXP;9|X(YvY) = g|cx(1)(JX(1)aJX(1)) = ijf(l)Q,
p=1
(B.3) expy 92 (V,Y) = gieey(Jx(1), Jx(1) = D Jh(1).
p=1

Im folgenden sehen wir uns die Jacobifeld-Gleichung in den eingefithrten ON-Basen
an und folgern mittels Picard-Lindelof J% = J% fiir p>1 und Ji =—J¢ . Damit
ist dann die urspriingliche Aussage (B.1) bewiesen. Als Abkiirzung bezeichnen wir
g‘p(.’ .) mlt <.’ >

Zunéchst nutzen wir dazu die lokale Symmetrie aus und definieren

v

(BA)  (Rx)) = (Rlew X)X,e0) = gexin (R(eX (0), ex(D)ex(®), X (1))

(B5)  (Rg)” = (R(ep, X)X,e,) = g|c),((t)(R(ef(t),é;g(t))c';((t),eff(t)>.

12

Es gilt dann:

(B.6)
(Rx)

1%
m

(Rley, X)X, e,) —2(X,e1) (R(ep,e1)X, €p)
—2(X,e1) (R(ey, X)er,ey) +4<X,el)2 (R(eu,e1)e1,ey)

(R(e1, X)X, e1) Jfalls p=v =1,
(R(e1, X)X, e,) —2(X,e1) (R(e1,X)er,ey) Jfalls p=1, v # 1,
= § (Rley, X)X, e1) —2(X,e1) (R(ey,e1)X,er) Jfalls p#£ 1, v =1,
(Rlew, X)X, e0) =23 755 (X e1) (X, ex) (Rley, e1)en, €)
=230 5 (X, e1) (X,exn) (R(ep,en)er,en) L fallsp#1,v#1L

An dieser Stelle benétigen wir, dal V' total-geodétisch ist, denn aus diesem Grund
ist die Weingartenabbildung A., = 0. Die Codazzi-Gleichung fiir eine per Inklusion
eingebettete Untermannigfaltigkeit lautet in ihrer Standardform

(B.7) g(R(X,Y)Z,&) = g((VxA)e Y — (WA X, Z).
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Dabei sind X, Y, Z drei tangentiale und £ ein normales Vektorfeld. Setzen wir spe-
ziell £ = ey, so ist in diesem Fall (Vx A),,- Y = Vx (A, - Y) =0, und wir erhalten

(B.8) g(R(X,Y)Z,e1) = 0

fiir drei tangentiale Vektorfelder X, Y und Z. Insbesondere verschwinden fiir p # 1,
v # 1 die beiden Summen in (B.6), und es gilt:

(B.9)

(R(e1, X)X, e,) = Z (X,eq) (X,er) (Re1,e5)er,e,) + (X e1) (R(er, X)er,en)

o, 7=2
= <X7 61) <R(€13X)6176V> s

n

(Rlew X)X,e1) = Y (X,eo) (X er) (Rlep eo)er,en) + (X e1) (Rl e1)X, e1)

o r=2
= (X,e1) (R(ey,e1)X,e1) .
Insgesamt erhalten wir somit:
(RX): yfallsp=v=1oder p#1, v #1,
(B.10) (Rg), = { —(Bx)! . fallsp=1v#1,
—(RX)L yfalls p# 1, v =1.

Wir schreiben jetzt die Jacobifeld-Gleichungen fiir Jx und Jg in Koordinaten

aus. Fiir 4 > 1 lauten diese:

d? i

(B.11) (Z57%) @0 = = - (Bx)L T4 (),
p=1
i JY = Rg)"Jh
(557%)® = = Do (Re) 5
(B.12) "
= = > (Rx), TR (1) = (Bx){ (= T%)(1)
pn=2
Fiir p =1 gilt:
(B.13) (S37) ) = = 32 ()L,
p=1
d? 1 - 1 .
(Z5(=T0)® = D (Rs), T4
(B.14) e
= = > (Rx), T4 — (Rx) (—T3)(®).
pn=2

Nun ist unmittelbar ersichtlich, da8 J%, ..., J% und —J%,J%, ..., J%& dasselbe Dif-
ferentialgleichungssystem zu denselben Anfangswerten 1osen. Der Eindeutigkeitsteil
des Satzes von Picard-Lindelof liefert daher J4 = .J f—( fir 4> 1 und Ji = —J)l—(.

Damit ist die Behauptung bewiesen und S eine Isometrie von (7}, M, expy, g).



ANHANG C. EXPLIZITE INVERSION VON 1+Gj.

Gegeben seien zwei positiv-definite Bilinearformen go = (-,-) und g = (-, G+) auf

R™, wobei G den zu g gehorenden positiv-definiten Endomorphismus bezeichnet.

Mit vq,...,v, sei eine Basis von R" gegeben; wy,...,w, sei die Dualbasis bzgl.
(+,G-) (dh. g(vy, wy) = 6u), ur:= G-wr, ..., up:= G-w, bezeichne die Dualbasis
von vy, ...,v, bzgl. (-, ). Zur Berechnung von G~*-v; benutzen wir eine bekannte

Tatsache iiber Gram-Matrizen:

1 -1

(C.1) ((vi,vﬁ)i’j = ((ui,u]))” = ((G w;, G- wj>) und
(C2)  (9(viv),, = ({5, Gv3)) o = (glwi,wy), = (s, Goug) ),
Damit ergibt sich:
(C.3)
Gl = Z (vs,v5) Z (uj, ug) Gl = Z (vi,v5) Gfl'uj
j=1 k=1 Jj=1
= <vi,vj>Z<G -1 U, Ug) U (v, v5) U],G VE) Jivk.
j=1 k=1 j=1 k=1

Das eigentliche Problem besteht also darin, die Matrix ( (v;, G-vg) );r explizit zu

invertieren.

Im folgenden werden wir das zu g; = 3,01 = Y.cpn*h(z) ;' (1+
7;) p; gehorende Feld positiv-semidefiniter Endomorphismen Gr = ., G; =
>ier mPh(z) x; ' (14a;) PP auf Q niher betrachten sowie das Feld positiv-definiter

Endomorphismen 14+Gr. Wegen PP = (-,v;)v; ist unmittelbar klar, dafl

7

Gi-vp = 2h(anz) (1—|—a:) (vi, vk ) v

(C4) 11 1 ) 1
= n?h(z;)z; (1—|—z1)2 xf (I+ar) 2 v + dun“h(x)z; v,
11 1
Grv, = Zth x;) T, 1—&—351)2 a2 (L+ar) % v +n°h(zy) oyt og
(C5) i€l

Grw =0, firwe (span{vi\iel})L

Daraus folgt (1+ Gy) - span{v;|i € I} C span{v;|¢ € I} und somit wegen der
Invertierbarkeit, daf 14+G ein Automorphismus auf span{v; | i € I'} und die Identitit
auf (spanf{v; |i€I}) st



2
Lemma C.1. Mit den Bezeichnungen von Kapitel 2 und o := ), ; xl%

gilt auf Q

(C.6)
(&, (1+G)u) =0,
(C.7)
(&, (L+Gn) ™" &) = (&,&) ,
(C.8)
(vj, (LG vk) = #jh(x) (1+;)7 4
: ~ i Y1) F et -
" 140 xj-i-n?jh(xj) xy,+n2h(ry) L (I+zj) 2wf (I+wg) 2.

Diese drei Terme bendtigen wir, um in Abschnitt2.5 B;® (14g,) Brx aus-
werten zu konnen. Wéhrend die ersten zwei Terme unmittelbar wegen (C.5)
verschwinden, miissen wir zur Auswertung des dritten die zu Beginn gemachte
Uberlegung eingeschriinkt auf span{v; |i € I'} heranziehen, d.h. das Inverse der Ma-
trix ((v;, (1+Gy) - vi))jrer berechnen'®. Im folgenden werden wir daher diesen

Ausdruck in einer fiir diesen Zweck geeigneten Weise umformen.

(C.9)
<Uj’ (1+G1)'Uk> = (1+ 772h(37k)331;1) <Ujavk> + Z’]Qh(ﬂfi) 1‘7(14-361')5 Jb‘g(l-i-ﬂ?k)i5 <'Uj7'Ui>
i€l
= G (1) (1 0*hlay) 27
+0Ph(x) a? (Tbay) 2 af (14ay) ®
+ n?h(x) x? (I+ay) 2 a2 (T+ay) °
+ (1 + Zth(acl)) x? (1+x;) > ap (1+ay) °
icl
Mit
o =) 2 ~1 ,_ 2
Di= (8 () (U Ph(e)a; ) | =1 (),
(C].O) el
(.3 N2 (20 (2 N2
Ty := (951 (1+a5) )iej, Ts: (77 h(z;)z; 2 (1+x;) )iel

148t sich die Matrix schreiben als D + ThT4 + ToT{ + a Ty TE, wobei D eine Dia-
gonalmatrix ist und 77,7, Spaltenvektoren sind. Damit ist das folgende Lemma

anwendbar:

Lemma C.2. Sei D eine invertierbare n x n-Diagonalmatriz, T1, Ty € R™ Spalten-
vektoren und o € R. Ferner sei 0;5:= TitD_lTj , 1,7 € {1,2}.

15Von nun an sei eine beliebige Abzihlung von I festgehalten, so daf3 es sinnvoll ist, Matrizen

und Vektoren mit Elementen aus I zu indizieren.
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Gilt dann (14012)? — 011 (022—a) # 0, so ist D+ T Ti+ToTt +aTVT} invertierbar,

und das Inverse ist gegeben durch

(C.11)
(D + TV T + ToT! + aTle>7
1
- pt' - p [1 TVTL + ToT?) — oy ToTe — (099 — )Ty T D
(14 012)% — 011 (092—0) (I+012) (T3 + ToTY) — o1 ToTy — (02— ) 1 Ty
Beweis. Nachrechnen. O

Bemerkung . Die Formel wurde gewonnen unter Riickgriff auf ein in [AS1] ange-
gebenes Ergebnis: Dort wurde mit Hilfe einer geometrischen Reihe eine explizite
Formel fiir (D + TT*)™' gewonnen. Auf gleiche Art und Weise 148t sich erhalten,
daf

(C.12) (D+TTH™ =D+ DT TiD™ .

1+012

Hat man nun eine Matrix der Form D +TyT¢ +T5T}¢ explizit zu invertieren, so stellt
man zuniichst fest, daB 73T} (D + TyT4) ™ von der Gestalt T3T¢ D! ist, wobei T

wiederum ein Spaltenvektor ist. Damit 148t sich aber ausnutzen, daf3
(C.13) (D+TNTi+T5Ty) ™ = (D+TTH) ' D(D + T3TH™

An dieser Stelle 148t sich (C.12) zweimal anwenden, wodurch sich Formel (C.11)
ergibt. Es lassen sich im iibrigen durch sukzessive Anwendung von (C.12) nicht nur
unsere Matrix, sondern séimtliche Matrizen der Gestalt D +T1T% + ...+ Top—1Tay,

k € N, invertieren.

Wir berechnen die nétigen Daten, um Lemma C.2 anzuwenden:

(C.14)
Iy
D = (G () — )
sk (1+23) zj+n2h(x;)/ jkel
2
_ n-h(z;)
J12 = TltD 1T2 = lefj
o1 Titm h(x:)
011 = TltD_lTl = ZLE W le_O_lQ = 1+Z.’EZ 1+U]2
el el el
4 2
— n*h(x)
099 = TIDIT, = _
! ;xi—i—nzh(m)
2
n-h(z;)
— = —1— — = —(1 )
099 — Z:c TP h(z) (1+012)

i€l

(1—|—0’12)2—(0'22—Oz)0'11 = (1+012)(1+in) > 0.
el



(C.15)

1
(1+012)2 — 0'11(0'22—Q) |:(1+0'12)(T1T2t + TQTlt) - 011T2T2t - (JQQ_Q)Tle
t

1 t 1
RS G G vt

_ 1 -3 . -3 . 2 . -3 2 2
_m(x (b)) 2 (s bh(ay)) 2 (L) (ot hion))

2

nh(ag) @t (1ay) )
7,k

s

(C.16)
_ 1 _
1 (14012)? — 011(022— ) {(1+012)(T1T2t + TY) — onTeTs — (022—a)T1T1 | D '
1 (aF (1wt (14 ?)
T Ty IR
o 1 < 772h(93j) :l:»%(1+ )% n*h(xy) I;(lJrIk);)
14012 \xj+n%h(x;) 7 Y an?h(ay) ik
(C.17)
-1 €T,
L (L+Gr)- ] = (5, 1 . 7J)
(<'UJ (1+Gy) Uk>)j,k ik (1+25) 2 +12h(z;) ) i

1 n*h(z;) 1 o Ph(zk) L 1)
+ l'2 ].+.T 2 7$2 1+x 2
14012 <xj+772h(93j) j () o +n?h(w) edtoe) jk



Dieses Ergebnis verwenden wir nun zusammen mit (C.3).

(C.18)

1+G) o = Y [(gg}(uxi)%xf(umj)% + 0y (1+2;)7)

Jjel

I\'J‘H

T; 1 1 1
| (1+zy) J v; — z?(1+x;)® - x (1+:ck)2 Vg
( TrinPh(zy) T 14 o ! kzel i

1 n*h(z;) 1 1 n?h(xy) 1 1 )
x2(14+x;)2 - ————— 2 (14+xr)? v
Trows o tpha) 0 ) 2 1 o)

1

xZ; 1 1 1
= — 7 x? 1+x1 Z ]g 1+l‘k 2 vk

Z

it iPh() Py
1 n*h(x;) %(14'1'1) -1 n°h(xy)
1+o12 2 +n2h(z;) = wrtn*h(zr)

M) 2> T d (1 o

zp+n2h(xy)

[N

1
2 (14+ap)? vg

w\»—A
N\»—A

+ 2 (14x;)
1+0’12 el x; +772h iL'j

1 _1 T 1 1
2(1 )2 2 (1] 3
z? (1+x) ;e[: Trt+12h(zy) zf (1+xk)® vk

T

$i+772h(xi)yi

1 1 1 772h(x7‘) 012 772h<-7f'k) 1 N
zi(l4z:) * 1) ST IR a2
ot ) <1+012 xi+n?h(z;) 14012 i ( k)® Uk

T L od(a?
= v; — x; T . —_—
xi+n2h(x;) 14012 = +1?h(xg

(C.19)

(vj, (L+Gp) o) >

- i+ h( )

1 x;j Tk 1 1 o
* x?(1+wzj) *ag(I+ag) *.
L4012 z5+n%h(x;) 2 +n*h(zy) 25 ( R k)

(1+£EJ) 5jk

Setzen wir jetzt o = 012, so ist Lemma C.1 bewiesen. O

Als weitere Anwendung von Lemma C.2 erhalten wir die folgende Aussage fiir m
CH"! in CH", die sich paarweise orthogonal schneiden und alle denselben Punkt
enthalten:

Lemma C.3. Sei h : [0,00) — [0,1] eine C*°-Funktion mit h(0) = 1, und sei
n? < % . Dann ist

~ nh 1+.TZ) 13
I Z xz+772h RS

ein Feld positiv-definiter Bilinearformen auf CH" ~ \JI*, CH} ' .
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Beweis. Es geniigt, zu zeigen, dal § > 0 auf span{¢; |1 < ¢ < m}. Dazu definieren

wir

(C.20)

und zeigen, dafl g; nicht ausgeartet ist fiir alle ¢ € [0,1]. Da gy =

g =

i n?hz;)(1+a;) ¢

i=

1

$z+77

)Pi

<'a

-) positiv-

definit ist und die Eigenwerte von ¢g; stetig von ¢ abhéngen, ist auch g = g1 positiv-

definit.

Sei also ¢ € [0,1] beliebig und X = >""", X*¢&; . Es ist

(C.21)

(C.22)

D = (@-k (1+ay) 7 (11

m

; 2h(x;)
G(X, X) = X2 (1) ™ (1 -0 00
gt( ) ;( ) ( +x) $i+772h($i)
i , 2h(x; 117% I%
_tZXJXk '77 (2h])_ Jl k .
s @) () (1)
1 1
L oyt i
1 1
k=1 2j H0Ph(ER) (1425)2 (14-a4) ?
1 1
Yy xS (1Y
gk=1 (I4a5)® (1+zy)® o1 i
= ) XIAuXE,
k=1
wobei A= D+ TyT¢ + T3T} mit
2h(xs m m
_ME) gmz) )) , a =1
z; +n*h(z;) Gk=1
. Ty = (—t
=1

1 _1\m
T = (:cz (1+1) )

n*h(x;) )

+n?h(z;)

—t Z ‘772h(xi)

) Ty + th(xl)
hzi)
xi +n?h(x;) *

1
2

b

1

(I+a) 2

Da x; > 0 gilt fiir alle 1 < i < m, ist D eine invertierbare Diagonalmatrix. 77 und

T, sind Spaltenvektoren. Weiterhin gilt

D—l

011

(C.23) 012

022

Q — 099

<6jk (1) Ty ij(fn:)hsfézzy)>jk_1 7

DTy = Xm; xﬁn)h(féz e

BT = i et et

S i xj’ff,zfj e B
1—t i xi f};ga}?()xl) (1 + P Iélni};;i;?)h(xl)) = 1+o012.

i=1
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und damit insgesamt

(024) (1+O’12)2 — 0'11(0'22—0) = (1—|—O’12)(1+0’12+0’11) .
Da o011 > 0 und
(025) l1+012 > 1— Zn%(wz) >0

=1

sind, ist (1+012)? — 011(022— ) > 0. Lemma C.2 liefert nun die Invertierbarkeit

der Matrix A. Somit ist g; nicht ausgeartet und g positiv-definit. O

ANHANG D. SYMMETRIEFORDERUNG UND FOLGERUNGEN

Um in Abschnitt 2.6 zwei Terme abschétzen zu konnen, bedarf es einer iiber Axi-
e J(C]HI;-’*1 . Wir iibertragen diese und —
soweit moglich — die entsprechenden Folgerungen direkt aus [AS2] vom hyperboli-

om 2.1 hinausgehenden Bedingung an |J

schen auf den komplex-hyperbolischen Fall.

Axiom D.1. Zu jedem j € J gibt es eine nichttriviale Rotation p; = 9,(27/m;) €
Iso(CH") mit p;epa—1 = idggga-1 und p;(Uye,s CH} ") = U, CH L.

Am Ende von Kapitel1 sind wir darauf eingegangen, wie das Differential dp;
einer solchen Rotation auf T,,CH" operiert, ndmlich als Rotation der Ordnung m; =
ord p; auf im P}, und als Identitét auf ker P, . Dies ben&tigen wir fiir das folgende

Lemma.

Lemma D.1. Sei I C J mit Uy # (. Unter den Bedingungen von Aziom 2.1 und
Axiom D.1 gilt fiir ein beliebiges i € I auf Ur N (CH;F1

(D.1) (1-F) Gy b =0,

(D.2) PiBy((1-P)-,(1-P)-) = 0.

Beweis. Sei i € I. Nach AxiomD.1 gilt pi(UjeJ(CH?_l) =Ujes (C]H[;L_l. In Ka-

pitel 1 haben wir gezeigt, daB p;(CH} ') = CH} ™' fiir alle k € I. Daher ist
pi(UjeJ\I CH;'kl) = UjeJ\I (CH?% und somit pf(gs.1) = g1, Was wegen
D.3) (Gyurdpi-dpi-) = gyaldpi-,dpi-) = g1

' = Gy, ) = {dpiGyir-,dp;-)

dquivalent ist zu
(D.4) dp; Gy = Gyurdp;.

Da dp; eine echte Drehung auf im P; ist, ist (1—dp;)P; ein Automorphismus von

im P; , und es folgt wegen
PGy u(1-F) PGy rdp;(1-P;)) = Pidp, Gy 1 (1-F;)
Pidp; (P +1-P;) Gy (1-F;)

dp; PGy 1 (1-F)

(D.5)

Pi GJ\I (]1—Pi) = 0.
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Die erste Gleichung ist damit aufgrund der Symmetrie simtlicher Endomorphismen

bewiesen.

Die Definitionsgleichung fiir B ;. liefert

(D.6)
2(B;u(X,Y),Z) = (VWxG;uY,Z2) + WG X, Z) — (VG X)Y) .

Wegen p;V =V ist desweiteren
dpi Vx Gy Y = dp; Vx (G Y) —dpi Gy VxY

(D.7) = Vap, x(dpi G11Y) — Gi1 Vap, x(dp:i Y)
== Vdpi XGJ\I dpz Y

und daher

(D.8) (dpi B;1(X,Y),dp;i Z) = (Bj(dpi X,dp;Y),dp; Z) ,
also

(D.9) dpi Byi(-,-) = Byu(dpi-,dp;-).

Es folgt

P;Byi((1=P)-,(1-P)-) = PiByu(dpi(1-F;) - ,dp; (1-F;) -)
= Pidpi By ((1-P)-,(1-P)-)
= dp; P By ((1-F) -, (1-F;)-)
=0.

(D.10)

Damit ist die zweite Aussage bewiesen. O

Lemma D.2. Sei I C J mit Uy # 0. Es gibt Konstanten cg, c19, die nur von n,
h, do und N abhingen, so daff auf U; NQ

(D.11) I (L=P) Gror Pl < nPeow? (142:) 7,
(D.12) | 2By ((1-P) -, (1-P) )| < nPega? (1+a;) 2
gilt.

Beweis. Sei p € Ur. Falls z;(p) > 1 ist, gilt 1 < v/2 a4(p)? (1+xi(p))7% . Wegen
Proposition 2.3 und (2.83) gilt

1 _1
(D.13) I(M=P) Gy Pl < n*V2coaf(1+ai) ?,
1 _1
(D.14) I P Byr(1=P)-,(1=P)-) || < n*V2egaf (14+m) 2.

Falls z;(p) < 1 ist, wenden wir den Fundamentalsatz der Infinitesimalrechnung
an, indem wir die entsprechend eingeschrinkten Tensorfelder ldngs der minimalen
normalen Geoditischen ¢ : [0,7;(p)] — Uy mit c(0) € CH!™" und ¢(r;(p)) = p
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integrieren. Dabei sind P; = (-, ¢) ¢+ (-, Jé) Jé und 1—P; parallele Projektorfelder.
Es folgt
ri(p)
(1-P)G, Py = / ~(a-ryGy P ar
(D.15) 0

r;(p)
/ (1-P) 3Gy Pidt
0
(D.16)
lp

ri(p)
P;B;((1-P)-,(1-P)-) :/O P, 3By ((1=P) -, (1-PF;)-)dt.

1 1
Wegen z;(p) <1 ist 227 (14x;) 2 =2tanhr; >7;.Da | P|| <1, || 1-F| <1
folgt aus Proposition 2.3

(NI

1 _1
(D.17) |(1-P) Gy P < [|[VGyur|lri(p) < 2n°cia?(14x;) 2,
(D.18)
| 2By ((1=P) -, (1=PF) ) || < [IVByullrip) < 3n°coa?(l4z;) 2.

Die letzte Ungleichung benétigt dabei |VBy || < %772 co, eine Tatsache, die

unmittelbar aus der Definitionsgleichung von B ; und Proposition 2.3 folgt (siehe

[AS2]). Beide Fille zusammen beweisen das Lemma. O

Mit (D.12) haben wir die erste der beiden benétigten Ungleichungen bewiesen.
Wir haben dabei an keiner Stelle benutzt, dafl die Indexmenge I nur aus einem
Element besteht. Fiir die folgende, zweite Ungleichung werden wir dies jedoch un-
bedingt benotigen.

Lemma D.3. Sei I C J mit Uy # 0. Es gilt auf Uy NQ
(D.19) I (1-P) G (1+G) B || < nPero(l4neo) s (14az;) 7 .

Beweis. Da I = {i} ist, kommuntieren P; und 14+G; = 14n>h(x;) z;* P;, deshalb
folgt

GP —PG = (14+4G,) P, — P, (1+G;)) + Gy P, — PGy

(D-20) = (1-P)G; g P - PGy (1-P)
und

(D.21) |GP~ PG| < n?eioal(14a) 2.
Mit

(D.22) (1-P) G ' (1+Gy) P, = (1-P)G ' (GP,— P,G) G (14+Gy)
folgt die Behauptung. O

Bemerkung . Beim Versuch, das vorangehende Lemma oder eine andere brauchbare
Abschétzung auch fiir beliebige Indexmengen I zu erzielen, scheitert man stets

daran, dafl zwei verschiedene Gradientenfelder nicht orthogonal zueinander sind.
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Wir verdeutlichen dies am Beispiel der Indexmenge I = {i,k}. Dann ist G; =
n?h(z;) x; " Py + n?h(wg) v ' Py und
(D.23) (1+G) P, — Py (14+Gy) = n’h(zy)z, (P Py — Py Py) .

Wegen

-

K3

1 1 _1
>ap (I4x) 2 (vi — (vi,vk) vg)

ist fir x; <1
| (PiPe =Py P) || > | (PP~ PuPy) - vy |

1
1+a;+zp \2 11 1
> (T TR 2 (14a;) % 22 (1 3
(D.25) = <(1+$i)(1+$k)> {Ez( +x) xk( +1'k)
1
2

N
S

1

1 _1
wp (Lak) 2.

> % xi%(l—kxi)f
Die in (D.23) auftretende Singularitit von z; ' 148t sich also auf diese Weise nicht
beseitigen. Es scheint sehr gut moglich, dafi sich allein aus den Axiomen 2.1 und D.1
im Falle mehrerer sich schneidender CH" ™! keine beschrinkte Kriimmung erzielen

laBt.
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