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EINIGE HOMOTOPIEGRUPPEN DER KLASSISCHEN GRUPPEN
AUS GEOMETRISCHER SICHT

THOMAS PÜTTMANN

1. Einleitung

In dieser Habilitationsschrift werden bestimmte Homotopiegruppen der Gruppen
SO(n), SU(n) und Sp(n) aus einer geometrischen Sichtweise behandelt. Es ist ein
klassisches Problem, Elemente dieser Gruppen durch Abbildungen darzustellen, die
durch spezielle geometrische Eigenschaften oder aus Symmetriegründen ausgezeich-
net sind. Zum Beispiel ist seit langem bekannt (siehe z. B. [Fo]), daß sich Erzeuger
der stabilen Homotopiegruppen πk(SU(n)) durch eine eingebettete totalgeodätische
Sphäre repräsentieren lassen, wenn n gegenüber k hinreichend groß ist. Interessant
ist aber vor allem der Bereich an der Grenze zwischen Stabilität und Instabilität
und genau hierauf konzentriert sich die vorliegende Arbeit. Es werden hier nicht
nur Homotopieklassen in diesem Bereich durch konkrete Abbildungen dargestellt,
sondern auf dieser Ebene auch in einigen Fällen die geometrischen Kürzungseffekte
angegeben, die die Ordnungen dieser Gruppen verursachen. Die Strukturen dieser
konkreten Kürzungen sind aus den vorhandenen algebraischen Berechungen der Ho-
motopiegruppen nicht ersichtlich und ergänzen diese daher auf interessante Weise.

Das zentrale klassische Problem in diesem Bereich betrifft den Kommutator der
Quaternionen. Borel und Serre [Bo-Se] hatten nach mehreren Vorarbeiten (un-
ter anderem von Blakers und Massey [Bl-Ma]) gezeigt, daß π6(S3) isomorph zu
Z12 ist und vom Kommutator der Quaternionen erzeugt wird. Es stellte sich da-
durch die natürliche Frage, wie die zwölfte Potenz des Kommutators nullhomotop
wird. Eine geometrische Lösung dieses Problems hätte ein vertieftes Verstehen des
Schiefkörpers der Quaternionen zur Folge. Eine unmittelbare Anwendung einer ex-
pliziten Nullhomotopie wären unendlich viele explizite Diffeomorphismen zwischen
S7 × S3 und Σ7

k × S3 für einige der exotischen Sphären Σ7
k und damit unendlich

viele explizite freie Operationen von S3 auf S7 × S3 und von Spin(7) auf Spin(8),
deren Quotient eine exotische Sphäre Σ7

k ist (siehe [Ri]).
Eine der in dieser Arbeit verfolgten Annäherungen an π6(S3) verläuft über die

Gruppen π6(G2) ≈ Z3 und π6(SU(3)) ≈ Z6. Die konkreten Kürzungseffekte in
diesen beiden Gruppen auf der Ebene der repräsentierenden Abbildungen wurden
im wesentlichen in den Arbeiten [Ch-Ri2] bzw. [Pü-Ri] herausgearbeitet. Sie wer-
den hier in einer vollständigeren Weise dargestellt, und die Erzeuger dieser Gruppen
werden systematisch durch das Liften von horizontalen Geodätischen erhalten. Die-
ses wurde zuvor für π6(S3) in [Du-Me-Ri] durchgeführt und liefert in diesem Fall
einen Erzeuger, der vom Kommutator der Quaternionen induziert wird. Durch die
Liftungskonstruktion erhält man insbesondere sehr elegante Homotopien zwischen
den Erzeugern von π6(S3) und π6(SU(3)) in SU(3) und zusätzlich noch zwischen
diesen beiden und dem Erzeuger von π6(G2) in G2. Insgesamt wird damit in dieser
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Arbeit gezeigt, wie die dritte bzw. sechste Potenz des Kommutators der Quater-
nionen nullhomotop wird, wenn man die Zielmenge S3 des Kommutators in die
größeren Gruppen SU(3) und G2 einbettet.

Die Homotopiegruppen π6(S3) = π6(Sp(1)) und π6(SU(3)) sind Teile der Folgen
π4n+2(Sp(n)) und π2n(SU(n)). Explizite Erzeuger aller dieser Gruppen werden hier
durch Liftungskonstruktionen gewonnen. Im Falle von π2n(SU(n)) ≈ Zn! wird für
alle n der zugehörige Kürzungseffekt herausgearbeitet. Die aufgefundenen Nullho-
motopien werden benutzt, um iterativ erzeugende Abbildungen der letzten stabilen
Homotopiegruppen π2n−1(SU(n)) der unitären Gruppen zu konstruieren.

Der zweite Zugang zu π6(S3) verläuft über einen Erzeuger von π7(Sp(2)). Wir
konstruieren die erste explizite Formel für einen solchen Erzeuger. Dabei wird die
Ordnung von π6(S3) nicht als bekannt vorauszusetzen. Die Formel liefert vielmehr
einen neuen Beweis dafür, daß π6(S3) isomorph zu Z12 ist. Sie könnte sich als
Schlüssel zu den konkreten Kürzungseffekten in π6(S3) erweisen. Die Abbildung
beinhaltet im Prinzip nämlich die volle Information über eine Nullhomotopie eines
Elementes von π6(S3), das per Konstruktion die zwölfte Potenz eines Erzeugers
repräsentiert. Allerdings muß der Zusammenhang zur zwölften Potenz des Kom-
mutators noch konkret hergestellt werden.

Schließlich werden weitere Homotopiegruppen behandelt: π4(Sp(2)) ≈ Z2 wird
durch die Cartaneinbettung S4 → Sp(2) erzeugt und auf diese Weise erkennt man
eine einfache Isotopie zwischen dem Erzeuger und seinem Inversen. Die Homotopie-
gruppe π5(SU(3)) ≈ Z, die in der Quantenchromodynamik im Rahmen des Skyrme-
Modells eine Rolle spielt (siehe [Wi]), wird auf verschiedene Weise repräsentiert.
Einer dieser Repräsentanten ist eine minimale eingebettete S5, die ein Orbit unter
der Operation SU(3)× SU(3) → SU(3), (A,B) 7→ ABAt. Diese Einbettung wurde
als Erzeuger von π5(SU(3)) zuerst in [Pü-Ri] vorgestellt.

In der Arbeit wird oft ausgenutzt, daß die Verknüpfung in der Homotopie-
gruppe einer zusammenhängenden kompakten Liegruppe durch die Wert-für-Wert-
Multiplikation der darstellenden Abbildungen gegeben ist und man damit zu freien
Homotopieklassen übergehen kann.

Zum Schluß der Einleitung soll noch ein klassisches Beispiel in die obigen Ergeb-
nisse eingereiht werden. Freudenthal [Fr] hat gezeigt, daß die Einhängung Σh der
Hopffaserung h : S3 → S2 die Homotopiegruppe π4(S3) ≈ Z2 erzeugt. Die in Ka-
pitel 6 angestellten Betrachtungen erlauben auf sehr elegante Art zu sehen, wie Σh
homotop zu seinem Inversen ist. Die Sphäre S3 ist nämlich diffeomorph zu SU(2)
und π4(SU(2)) ist das erste Glied der oben erwähnten Folge π2n(SU(n)). Der in
Kapitel 6 gewonnene Erzeuger

φ : SU(2)× [0, π] → SU(2), (A, t) 7→ A ·
[

eit 0
0 e−it

]
·A−1 ,

von π4(SU(2)) ist nun nichts nichts anderes als die Einhängung der Hopffaserung,
denn für t = 0 und t = π sind die Werte unabhängig von A ∈ SU(2), und für
festes t ∈ ]0, π[ kollabiert genau eine Einparameteruntergruppe von SU(2). Durch
die Homotopie

SU(2)× [0, π]× [0, π/2] → SU(2),

(A, t, s) 7→ A ·
[

cos s − sin s
sin s cos s

]
·
[

eit 0
0 e−it

]
·
[

cos s sin s
− sin s cos s

]
·A−1 ,

die die Diagonalelemente in der mittleren Matrix austauscht, ist nun der Erzeuger
φ homotop zu φ−1.

Der Autor möchte sich herzlich bei Herrn Prof. Dr. Uwe Abresch und Herrn
Professor A. Rigas für ihre langjährige Unterstützung bedanken.
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2. Bott-Periodizität und Erzeuger der stabilen Homotopiegruppen

Wir beginnen diese Arbeit mit den stabilen Gruppen der klassischen Gruppen,
vor allem, der späteren Anwendungen wegen, der unitären Gruppen. Zu Beginn
des Kapitels geben wir eine explizite Form des Bott-Periodizitätsisomorphismus
für die unitären Gruppen an. Dabei folgen wir im wesentlichen dem Zugang in
[Fo]. Mit diesem Periodizitätsisomorphismus erhält man iterativ totalgeodätische
eingebettete Erzeuger der stabilen Homotopiegruppen π2k−1(U(2k−1)). Obwohl der
Begriff der Clifford-Darstellungen in diesem Zugang nicht auftaucht, werden dabei
genau die Clifford-Sphären in diesen Darstellungen produziert. Anschließend zei-
gen wir, daß die Einschränkung des unitären Periodizitätsisomorphismus auf Ab-
bildungen mit Werten in den symmetrischen unitären Matrizen den Isomorphismus
πk−1(U(n)/O(n)) → πk+1(Sp(n)) ergibt und ziehen daraus einige Konsequenzen,
die im Verlauf der Arbeit genutzt werden. Wir erhalten ebenfalls eine sehr ein-
fache Formel für den Isomorphismus πk−1(O(n)) → πk+3(Sp(2n)). Abschließend
behandeln wir eine explizite Faktorisierung des Periodizitätsisomorphismus, die im
auf Lundell [Lu1] zurückgeht. Diese liefert ein Iterationsverfahren für Erzeuger der
letzten stabilen Gruppen π2n−1(U(n)).

2.1. Vorbemerkung. Die Homotopiegruppen πk(O(n)) und πk(SO(n)) unterschei-
den sich nur im Fall k = 0, da SO(n) eine Zusammenhangskomponente von O(n)
ist. Die Homotopiegruppen πk(U(n)) und πk(SU(n)) der unitären beziehungsweise
speziell-unitären Gruppen stimmen für k ≥ 2 überein. Dies folgt unmittelbar aus
der exakten Homotopiesequenz des Faserbündels

SU(n) −→ U(n) det−→ U(1)

und der elementaren Tatsache, daß πk(U(1)) für k ≥ 2 trivial ist.

2.2. Stabilität. Seit ungefähr 1940 ist bekannt, daß die Inklusionsabbildungen

O(n) → O(n+ 1), U(n) → U(n+ 1), Sp(n) → Sp(n+ 1)

Isomorphismen zwischen den entsprechenden k-ten Homotopiegruppen induzieren,
sofern k ≤ n− 2, k ≤ 2n− 1 bzw. k ≤ 4n+ 1 ist. Die Homotopiegruppen in diesen
Bereichen werden stabil genannt und vereinfacht mit πk(O), πk(U) und πk(Sp)
bezeichnet. Es war fast zwei Jahrzehnte hindurch ein offenes Problem, die stabilen
Homotopiegruppen der klassischen Gruppen zu bestimmen. Dies gelang schließlich
Raoul Bott 1959:

k mod 8 0 1 2 3 4 5 6 7
πk(U) 0 Z 0 Z 0 Z 0 Z
πk(O) Z2 Z2 0 Z 0 0 0 Z
πk(Sp) 0 0 0 Z Z2 Z2 0 Z

2.3. Bott-Periodizität im unitären Fall. Bott konstruierte im unitären Fall
eine Abbildung

πk−1(U(n)) → πk+1(SU(2n)),

und wies nach, daß diese Abbildung für k ≤ 2n ein Isomorphismus ist. Damit
ergeben sich die stabilen Homotopiegruppen der unitären Gruppen aus der tri-
vialen Gruppe π0(U(1)) und der Gruppe π1(U(1)) ≈ Z (die Umlaufzahl ist die
einzige Homotopieinvariante einer Selbstabbildung der Kreislinie). Die Konstrukti-
on des Bottschen Periodizitätsisomorphismus verläuft in zwei Stufen, bei denen die
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Graßmann-Mannigfaltigkeit G2n,n der komplexen n-dimensionalen Unterräume von
C2n und die Stiefel-Mannigfaltigkeit V2n,n der hermiteschen orthonormalen n-Beine
in C2n eine entscheidende Rolle spielen:

• Die Homotopiegruppen πk(V2n,n) sind für k ≤ 2n trivial. Damit folgt aus
der exakten Homotopiesequenz des Bündels U(n) −→ V2n,n −→ G2n,n, daß
πk(G2n,n) und πk−1(U(n)) isomorph sind. Für die explizite Konstruktion
des Periodizitätsisomorphismus ist wesentlich, daß die Fasern des Bündels
im Totalraum V2n,n nullhomotop sind. Dadurch erhält man einen Schnitt
für die Randabbildung πk(G2n,n) → πk−1(U(n)) in der exakten Homoto-
piesequenz.

• Die Graßmann-Mannigfaltigkeit G2n,n wird mit der Menge der kürzesten
Wege von 1l zu −1l in SU(2n) identifiziert. Dies liefert in natürlicher Weise
einen Homomorphismus πk(G2n,n) → πk+1(SU(2n)). Mittels Morsetheorie
folgt, daß dieser Homomorphismus für k ≤ 2n ein Isomorphismus ist.

Wir werden diese beiden Stufen des Bottschen Periodizitätsisomorphismus explizit
machen. Um das Ergebnis zu formulieren, ordnen wir einer Abbildung θ : Sk−1 →
U(n) die zueinander homotopen Abbildungen B(θ),B′(θ) : Sk+1 → SU(2n),

B(θ)
([

w
x

])
=

[
w·1l −|x| θ(x̂)

t

|x| θ(x̂) w̄·1l

]
. B′(θ)

([
w
x

])
=

[
w·1l i|x| θ(x̂)

t

i|x| θ(x̂) w̄·1l

]
(1)

zu. Hierbei bezeichnet Sk+1 die Einheitssphäre in C × Rk und x̂ = x/|x| den zu x

gehörigen Einheitsvektor.

Satz 2.1. Die Zuordnungen B und B′ stellen für k ≤ 2n den Isomorphismus

πk−1(U(n)) −→ πk+1(SU(2n))

explizit dar.

Beweis. Wir benutzen die Modelle

V2n,n = {Z ∈ Mat(2n× n,C) | Z̄tZ = 1l},

G2n,n = SU(2n) ∩ su(2n) ⊂ {A ∈ SU(2n) | A2 = −1l}.

Die Gruppe SU(2n) operiert transitiv auf V2n,n und G2n,n durch Linksmultipli-
kation beziehungsweise Konjugation. Die Faserung V2n,n → G2n,n wird durch die
äquivariante Abbildung Z 7→ i (2ZZ̄t − 1l) vermittelt. Die Inklusionsabbildung der
Faser

[
0

U(n)

]
⊂ V2n,n über dem Punkt i

[−1l 0
0 1l

]
∈ G2n,n ist durch die Abbildung

H : [0, π]×U(n) → V2n,n, (t, B) 7→
[ cos(t/2)1l

sin(t/2)B

]
homotop zu der konstanten Abbildung auf den Punkt

[
1l
0

]
. Mit dieser Abbildung

H konstruieren wir jetzt einen Schnitt s für die Randabbildung ∂ : πk(G2n,n) →
πk−1(U(n)). Dazu ordnen wir einer Abbildung θ : Sk−1 → U(n) die folgende Abbil-
dung zu:

[0, π]× Sk−1 ŝ(θ)−→ V2n,n −→ G2n,n

(t, x) 7→ H(t, θ(x)) 7→ i
[

cos t 1l sin t θ(x)
t

sin t θ(x) − cos t 1l

]
.

(2)

Für t = 0 erhalten wir i
[

1l 0
0 −1l

]
und für t = π erhalten wir i

[−1l 0
0 1l

]
unabhängig von

x ∈ Sk−1. Daher induziert die Abbildung (2) eine Abbildung s(θ) : Sk → G2n,n. Die
Zuordnung θ 7→ s(θ) liefert offensichtlich einen Schnitt für die Randabbildung ∂.
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Betrachten wir nämlich die Abbildung ŝ(θ), so induziert diese zumindest eine Abbil-
dungDk(π) → V2n,n, da ŝ(0, x) =

[
1l
0

]
unabhängig von x ∈ Sk−1 ist. Die ausgewerte

Randabbildung ∂(s(θ)) ist nun nichts anderes als ŝ(θ)(π, x) =
[

0
θ(x)

]
.

Die Abbildung s(θ) läßt sich als Abbildung mit Definitionsmenge Sk ⊂ R × Rk

folgendermaßen schreiben:

s(θ) : Sk → G2n,n,
[

b
x

]
7→ i

[
b·1l |x| θ(x̂)

t

|x| θ(x̂) −b·1l

]
,

wobei x̂ den zu x ∈ Rk gehörenden Einheitsvektor x/|x| bezeichnet.
In der zweiten Stufe des Bottschen Periodizitätsisomorphismus induziert die In-

klusion G2n,n → SU(2n) in natürlicher Weise einen Homomorphismus

πk(G2n,n) −→ πk+1(SU(2n)).

Konkret ist dieser auf folgende Art gegeben ist: Man ordnet einer Abbildung ξ :
Sk → G2n,n die Abbildung

Sk+1 → SU(2n),
[ a

y

]
7→ a 1l + |y| ξ(ŷ),

wobei ŷ den zu y ∈ Rk+1 gehörenden Einheitsvektor y/|y| bezeichnet.
Kombiniert man nun die erste und zweite Stufe und faßt a und b zu einer komple-

xen Zahl w = a+ib zusammen, so wird insgesamt einer Abbildung θ : Sk−1 → U(n)
die Abbildung B′(θ) : Sk+1 → SU(2n) zugeordnet. �

2.4. Totalgeodätische Erzeuger im unitären Fall. Iteriert man den Periodi-
zitätsisomorphismus B beginnend mit der Parametrisierung

ζ1 : S1 → U(1), z 7→ z,

so erhält man Einbettungen ζk : S2k−1 → U(2k−1), die Erzeuger der Gruppen
π2k−1(U(2k−1)) darstellen und Werte in SU(2k−1) annehmen, falls k ≥ 2 ist. Im
ersten Schritt ergibt sich die gebräuchliche Parametrisierung

ζ2 : S3 → SU(2),
[

w
z

]
7→

[
w −z̄
z w̄

]
von SU(2) und im zweiten Schritt die Abbildung

ζ3 : S5 → SU(4),
[

z1
z2
z3

]
7→

[ z1 0 −z̄2 −z̄3
0 z1 z3 −z2
z2 −z̄3 z̄1 0
z3 z̄2 0 z̄1

]
.

Die Einbettungen ζk sind totalgeodätisch und R-linear, in dem Sinn, daß sie sich
zu einer R-linearen Abbildung von R2k in den Raum der komplexen 2k−1 × 2k−1-
Matrizen fortsetzen. Indem man mehrere Kopien von ζk oder dessen Inversem ent-
lang der Diagonalen in einer passend großen quadratischen Matrix plaziert, läßt
sich für genügend großes n jedes Element der Homotopiegruppe π2k−1(U(n)) durch
totalgeodätische R-lineare Einbettungen darstellen. Für unterschiedliche Zugänge
und weitere Informationen zu diesen Abbildungen verweisen wir auf das Buch [Fo]
und die Arbeiten [Eck1], [Eck2], [Lu-To].

Wir stellen nun eine elementare Eigenschaft der Erzeuger ζk fest, die wir im
weiteren Verlauf noch benötigen werden.

Lemma 2.2. Für die Erzeuger ζk von π2k−1(SU(2k−1)) gilt ζk(z̄) = ζk(z).

Beweis. Dies folgt sofort durch Induktion. �
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Korollar 2.3. Eine Abbildung S2k−1 → U(n) mit k ≤ n ist homotop zu ihrem
Transponierten, falls k ungerade ist, und homotop zu ihrem Komplexkonjugierten,
falls k gerade ist.

Beweis. Es genügt, die geforderten Eigenschaften für die obigen Erzeuger ζk von
π2n−1(U(n)) nachzuweisen. Ist k gerade, so ist die Abbildung S2k−1 → S2k−1, z 7→ z̄

eine orthogonale Transformation des reellen Vektorraums Ck ≈ R2k mit Determi-
nante 1 und daher homotop zur Identität. Da ζk(z̄) = ζk(z) gilt, ist ζk homotop
zur Abbildung ζ̄k. Diese Homotopie liefert unmittelbar eine Homotopie zwischen
ζk+1 = B(ζk) und ζt

k+1 ist, wie man an der Formel für B oder besser noch der für
B′ erkennt. �

2.5. Abbildungen mit Werten in den symmetrischen unitären Matrizen.
Der symmetrische Raum U(n)/O(n) ist durch seine Cartaneinbettung diffeomorph
zu der Menge der symmetrischen unitären Matrizen in U(n). Wendet man den
Periodizitätsisomorphismus B auf eine Abbildung θ : Sk−1 → U(n) mit Werten in
U(n)∩ Sym(n), so erhält man offensichtlich eine Abbildung B(θ) : Sk+1 → SU(2n),
deren Werte alle von der Form

[
A −B̄
B Ā

]
sind und damit in Sp(n) ⊂ SU(2n) liegen.

Lemma 2.4. Die Einschränkung von B auf Abbildungen mit Werten in den sym-
metrischen unitären Matrizen liefert einen Homomorphismus

πk−1(U(n)/O(n)) −→ πk+1(Sp(n)).

Dieser Homomorphismus ist für k ≤ n ein Isomorphismus.

Beweis. Wir überprüfen im folgenden, daß der obige Homomorphismus für k ≤ n

mit dem von Bott konstruierten Isomorphismus übereinstimmt (siehe [Bt2]). Ent-
scheidend dafür ist, daß die Abbildung B(θ) Werte im einem symmetrischen Raum
Sp(n)/U(n) annimmt, wenn θ : Sk−2 → U(n)/O(n) auf einer speziellen Sk−2 ⊂ Sk−1

definiert ist. Schränkt man w auf rein imaginäre Werte ein, so ist B(θ)
([

w
x

])
in der

Fixpunktmenge der Involution A 7→ jA−1(−j) enthalten. Diese Fixpunktmenge ist
das Bild der Cartaneinbettung

Sp(n)/U(n) 7→ Sp(n), A 7→ AjA−1(−j)

des symmetrischen Raumes Sp(n)/U(n). Hierbei bezeichnet U(n) die Untergruppe
von Sp(n), die aus den Matrizen besteht, deren Einträge in spanR{1, j} liegen. �

Das besondere an der Tatsache, daß Abbildungen mit Werten in U(n))∩Sym(n)
durch den Periodizitätsisomorphismus auf Abbildungen mit Werten in Sp(2n) ab-
gebildet werden, ist, daß die Homotopiegruppen der unitären Gruppen im Bereich
k ≤ 2n− 1 stabil sind, während die Homotopiegruppen πk(U(n)/O(n)) in dem viel
kleineren Bereich k ≤ n − 1 stabil sind. Auf diese Weise kann man Informationen
erhalten, die man aus den isolierten Versionen der einzelnen Isomorphismen nicht
bekommt.

Korollar 2.5. Jede Abbildung θ : S2k−1 → U(n) mit geradem k ≤ n, deren Werte
in den symmetrischen unitären Matrizen liegen, ist nullhomotop in SU(n).

Beweis. Würde θ ein nicht-triviales Element der stabilen Gruppe π2k−1(U(n)) dar-
stellen, so würde auch B(θ) nach Satz 2.1 ein nicht-triviales Element in der Gruppe
π2k+1(SU(2n)) ≈ Z darstellen. Aber B(θ) nimmt Werte in Sp(n) an, und die stabile
Gruppe π2k+1(Sp(n)) ist, falls k gerade ist, trivial oder isomorph zu Z2. �
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Lemma 2.6. Ist θ ein Erzeuger von π2k−1(U(n)) mit k = 2m + 1 ≤ n, so stellt
B(θ · θt) einen Erzeuger von π2k+1(Sp(n)) ≈ Z dar, falls m ungerade ist, und das
Quadrat eines Erzeugers, falls m gerade ist.

Beweis. Gemäß Korollar 2.3, stellt θ · θt die zweite Potenz des durch θ gegebenen
Erzeugers von π2k−1(U(n)) dar. Daher repräsentiert B(θ · θt) die zweite Homoto-
pieklasse in π2k+1(SU(2n)). Weil θ · θt symmetrisch ist, nimmt B(θ · θt) Werte in
Sp(n) an. Aus dem Abschnitt

π2k+1(Sp(n)) → π2k+1(SU(2n)) → π2k+1

(
SU(2n)/Sp(n)

)
→ π2k(Sp(n)).

der exakten Homotopiesequenz des homogenen Raums SU(2n)/Sp(n) folgt nun die
Aussage, denn alle auftretenden Gruppen sind stabil: Die ersten beiden sind iso-
morph zu Z, die letzte trivial, und π2k+1

(
SU(2n)/Sp(n)

)
ist trivial, falls m gerade

ist, und isomorph zu Z2, falls m ungerade ist. �

Korollar 2.7. Für k = 4l + 3 ≤ n gibt es keinen Erzeuger der stabilen Gruppe
π2k−1(U(n)), der ausschließlich Werte in den symmetrischen unitären Matrizen
annimmt.

2.6. Der Isomorphismus πk−1(O(n)) → πk+3(Sp(2n)). Der Bott-Periodizitäts-
isomorphismus πk−1(O(n)) → πk+7(SO(8n)) für k ≤ n− 1 gliedert sich wie folgt in
zwei Teilisomorphismen:

πk−1(O(n)) → πk+3(Sp(2n)) → πk+7(SO(8n)).

Für den ersten dieser Teilisomorphismen geben wir hier noch eine explizite Formel
an, da sie ohne Aufwand zu erhalten ist.

Lemma 2.8. Die Einschränkung von B′ auf Abbildungen mit Werten in den or-
thogonalen Matrizen stellt für k ≤ n− 1 den Isomorphismus

πk−1(O(n)) −→ πk+1(SU(2n)/SO(2n))

explizit dar.

Beweis. Ist θ : Sk−1 → U(n) eine Abbildung mit Werten in O(n), so nimmt
B′(θ) ausschließlich Werte in den symmetrischen speziell-unitären Matrizen an. Die
Menge der symmetrischen Matrizen in SU(n) ist das Bild der Cartaneinbettung
SU(n)/SO(n) → SU(n). Setzt man in B′(θ)

([
w
x

])
nur imaginäre Zahlen w ein, so

erhält man Werte in GR
2n,n ⊂ G2n,n, wie man dem vorigen Abschnitt entnimmt.

Dies bedeutet, daß die Einschränkung von B′ zunächst einen Homomorphismus
πk−1(O(n)) → πk(GR

2n,n) induziert. Die Aussage folgt damit sofort aus den Ergeb-
nissen in [Bt2]. �

Setzt man die Einschränkungen von B und B′ aus Lemma 2.8 und Lemma2.4
zusammen (und wendet einige offensichtliche Homotopien an), so wird insgesamt
einer Abbildung θ : Sk−1 → O(n) eine Abbildung BO,Sp(θ) : Sk+3 → Sp(2n)
zugeordnet vermöge

BO,Sp(θ)
([

u
x

])
=

[
u·1l j|x| θ(x̂)

t

j|x| θ(x̂) jū(−j)·1l

]
.

Hierbei ist u nun eine Quaternion und Sp(2n) ist die Gruppe der quaternionalen
2n× 2n-Matrizen A mit ĀtA = 1l.
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Korollar 2.9. Die Zuordnung BO,Sp stellt für k ≤ n− 1 den Isomorphismus

πk−1(O(n)) −→ πk+3(Sp(2n))

explizit dar.

2.7. Erzeuger der letzen stabilen Gruppen π2n−1(U(n). Aufgrund der Sta-
bilität faktorisiert der Isomorphismus πk−1(U(n)) → πk+1(SU(2n)) durch die Ho-
motopiegruppe πk+1(SU(n+ 1)). Um diese Faktorisierung explizit zu erhalten, be-
trachten wir die folgende Deformation, die sich in Abschnitt 4.3 systematisch erge-
ben wird: Es sei M die Menge aller Matrizen in SU(n + 1), deren rechter unterer
Eintrag verschwindet. Die Abbildung

M × [0, π/2] → SU(n+ 1), (
[

A b
c̄t 0

]
, t) 7→

[
A−bc̄t sin t b cos t

c̄t cos t sin t

]
.

ist eine Homotopie zwischen der Inklusion von M und der Abbildung

M → SU(n+ 1),
[

A b
c̄t 0

]
7→

[
A−bc̄t 0

0 1

]
mit Werten in SU(n). Diese Homotopie gibt es in gleicher Form auch in SO(n +
1) und Sp(n + 1). Mit Hilfe dieser Homotopie und der Rechtsmultiplikation von
Matrizen aus SU(n + 1), deren Einträge nur aus 0 oder ±1 bestehen, können wir
nun in n − 1 Schritten den Periodizitätsisomorphismus B wie gewünscht durch
πk+1(SU(n + 1)) faktorisieren. Auf die gleiche Art und Weise läßt sich der durch
BO,Sp vermittelte Isomorphismus πk−1(O(n)) → πk+3(Sp(2n)) durch die Gruppe
πk+3(Sp(n+ 1)) faktorisieren.

Indem man den faktorisierten Periodizitätsisomorphismus statt des nicht-fak-
torisierten iteriert, erhält man Erzeuger aller Homotopiegruppen π2n−1(SU(n)).
Diese haben aufgrund des Konstruktionsverfahrens kaum noch Symmetrie (mit
Ausnahme des Erzeugers von π5(SU(3))). In Kapitel 5 werden wir ein ganz an-
deres Iterationsverfahren angeben, das Erzeuger von π2n−1(SU(n)) liefert und den
Zusammenhang zu Nullhomotopien in den Gruppen π2n(SU(n)) herstellen.

3. Geometrische Darstellung spezieller stabiler Homotopiegruppen

Im folgenden werden Darstellungen der stabilen Gruppen π4(Sp(2)), π5(Sp(2)),
π5(SU(3)), π7(Sp(2)) und π7(Sp(3)) gegeben. Geometrische Ausgangspunkt für die
ersten beiden Gruppen ist die Cartaneinbettung von S4 nach Sp(2), für die anderen
drei Gruppen ein isolierter Orbit in SU(3), der diffeomorph zu S5 ist. Dieser führt
schließlich zu einem expliziten Erzeuger von π7(Sp(2)), der in Kapitel 8 benutzt
wird, um einen neuen Beweis dafür zu geben, daß π6(S3) isomorph zu Z12 ist.

3.1. Die stabilen Homotopiegruppen π4(Sp(2)) und π5(Sp(2)). Jeder symme-
trische Raum G/H kann totalgeodätisch in die Liegruppe G eingebettet werden.
Im Fall von S4 = HP1 = Sp(2)/(Sp(1)× Sp(1)) läßt sich unmittelbar nachrechnen,
daß die Cartaneinbettung die einfache Gestalt

χ : S4 → Sp(2),
[

x
u

]
7→

[
x −ū
u x

]
annimmt, wobei wir S4 als Einheitssphäre in R×H aufgefaßt haben.

Satz 3.1. Die obige Cartaneinbettung χ erzeugt π4(Sp(2)) ≈ Z2.



EINIGE HOMOTOPIEGRUPPEN AUS GEOMETRISCHER SICHT 9

Beweis. Wir multiplizieren die Werte der Cartanabbildung mit i. Dadurch wird der
obere linke Eintrag der 2× 2-Matrix stets rein imaginär, und die Cartaneinbettung
läßt sich, wie in Abschnitt 4.3 beschrieben, in die Untergruppe Sp(1) = S3 von
Sp(2) deformieren:[

x −ū
u x

]
7→

[
ix −iū
iu ix

]
7→ ix+ iu 1

1+ix iū = i
1+x2 (2x+ uiū).

Die Formel ganz rechts stellt in glatter Weise die Einhängung der üblichen Hopf-
faserung h : S3 → S2 ⊂ Im H, q 7→ qiq̄ dar. Es ist bekannt, daß diese Einhängung
π4(S3) erzeugt. Der Beweis ist nun komplett, da die Inklusion Sp(1) → Sp(2) einen
Isomorphismus zwischen den vierten Homotopiegruppen induziert (π4(Sp(1)) ist
stabil). �

Korollar 3.2. Die stabile Gruppe π5(Sp(2)) ≈ Z2 wird von der Verknüpfung der
doppelten Einhängung Σ2h : S5 → S4 der Hopffaserung h mit der Cartaneinbettung
χ : S4 → Sp(2) erzeugt.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der wohlbekannten Tatsache, daß π5(S3) ≈ Z2

von Σh ◦ Σ2h = Σ(h ◦ Σh) erzeugt wird. �

Die Abbildung

χ−1 : S4 → Sp(2),
[

x
u

]
7→ χ(

[
x
u

]
)−1 = χ(

[
x

−u

]
),

bildet in natürlicher Weise das zum Erzeuger χ inverse Element der Homotopie-
gruppe π4(Sp(2)) und folgerichtig bildet die Abbildung

(χ ◦ Σ2h)−1 = χ−1 ◦ Σ2h

das zum Erzeuger χ ◦ Σ2h inverse Element der Homotopiegruppe π5(Sp(2)). Da
π4(Sp(2)) isomorph zu Z2 ist, ist unmittelbar klar, daß χ und χ−1 homotop zuein-
ander sind. Das folgende Lemma liefert eine explizite Isotopie zwischen den beiden
Einbettungen.

Lemma 3.3. Die Diffeotopien

f : S4 × [0, π] → S4, (
[

x
u

]
, t) 7→

[ x
eitu

]
,

F : Sp(2)× [0, π] → Sp(2), (A, t) 7→
[

1 0
0 eit

]
A

[
1 0
0 e−it

]
induzieren beide die Isotopie χ ◦ f = F ◦ (χ, id) zwischen χ und χ−1.

3.2. Ein minimaler Erzeuger von π5(SU(3)). Zwei spezielle Strukturen sind eng
mit dem minimalen Erzeuger von π5(SU(3)) verbunden, der in diesem Abschnitt
vorgestellt wird: Das komplexe Kreuzprodukt und die transitive Operation von G2

auf S6, deren Standgruppe SU(3) ist.
Das komplexe Kreuzprodukt zweier Vektoren z, w ∈ C3 ist definiert durch

z × w =
[ z̄2w̄3−z̄3w̄2

z̄3w̄1−z̄1w̄3
z̄1w̄2−z̄2w̄1

]
.

Sind z und w hermitesch senkrechte Einheitsvektoren, so ist z × w der eindeutig
bestimmte Vektor, für den die komplexe 3×3-Matrix (z, w, z×w) in SU(3) enthalten
ist. Aus dieser fundamentalen Eigenschaft des Kreuzproduktes folgt unmittelbar

(A · z)× (A · w) = A · (z × w)(3)

für alle A ∈ SU(3) und z, w ∈ C3.
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Mit Hilfe des komplexen Kreuzproduktes läßt sich nun wie folgt eine Einbettung
η : S5 → SU(3) definieren: Für jedes z ∈ S5 setzt man η(z) · z̄ = z und η(z) · w̄ =
z × w, falls w hermitesch senkrecht zu z ist. Dies führt direkt zu der folgenden
Formel für η:

η(z) = zzt +
[ 0 −z̄3 z̄2

z̄3 0 −z̄1
−z̄2 z̄1 0

]
.

Satz 3.4. Die Einbettung η : S5 → SU(3) erzeugt π5(SU(3)) ≈ Z.

Beweis. Die Komposition von η mit der Projektion SU(3) → S5, die einer Matrix
eine ihrer Spalten zuordnet, liefert eine Selbstabbildung von S5 mit Abbildungs-
grad 2. Gemäß Lemma 5.1 erzeugt η daher π5(SU(3)). �

Aus der Eigenschaft (3) folgt direkt, daß η äquivariant hinsichtlich der Stan-
dardoperation von SU(3) auf S5 ⊂ C3 und der durch (A,B) 7→ ABAt gegebenen
Operation von SU(3) auf sich selbst ist. Die Orbitstruktur der letzteren Operation
läßt sich mittels der Geodätischen

c(t) =
[

1 0 0
0 cos t − sin t
0 sin t cos t

]
in SU(3) beschreiben. Der Orbit durch c(0) = 1l ist diffeomorph zum symmetrischen
Raum SU(3)/SO(3) und besteht genau aus allen symmetrischen Matrizen in SU(3).
Die Geodätische c schneidet diesen Orbit senkrecht und damit auch die Orbiten
durch c(t) für alle t ∈ R, denn nach dem Satz von Clairault ist das Skalarprodukt
des Tangentialvektors einer Geodätischen mit einem Killingfeld eine Konstante.
Die Orbiten durch c(t) sind für t ∈ ]0, π

2 [ diffeomorph zum 7-dimensionalen Alloff-
Wallach-Raum SU(3)/SO(2). Schließlich ergibt sich

c(π
2 ) =

[
1 0 0
0 0 −1
0 1 0

]
= η

[
1
0
0

]
.

Aufgrund der Äquivarianz von η parametrisiert η somit einen isolierten singulären
Orbit durch c(π

2 ). Da isolierte Orbiten minimale Untermannigfaltigkeiten sind (im
in der Geometrie üblichen Sinn, daß sie kritische Punkte für das Volumenfunktional
darstellen) [Hs-La], folgt:

Satz 3.5. Die Einbettung η parametrisiert eine minimale 5-Sphäre in SU(3).

Die Einbettung η kann dazu benutzt werden, die Hopffaserung S5 → CP2 zur
Selbstabbildung A 7→ A · Ā von SU(3) fortzusetzen. Multipliziert man nämlich η

und η̄ Wert für Wert, so erhält man die Abbildung

η · η̄ : S5 → SU(3), z 7→ 2zz̄t − 1l.

Dies ist die gebräuchliche totalgeodätische Cartaneinbettung von CP2 in SU(3).
Daß die Abbildung η · η̄ nullhomotop ist, folgt aus Korollar 2.3 oder alternativ
direkt aus der Struktur des Orbitraums der Operation von SU(3) auf sich selbst
durch Konjugation.

Bemerkung 3.6. Der Erzeuger η kann auch durch horizontales Liften der vom Nord-
pol ausgehenden Geodätischen von S6 nach G2 analog zu den Erzeugern von π6(G2),
π2n(SU(n)) und π4n+2(Sp(n)) in den folgenden Kapiteln gewonnen werden. Durch
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diese Liftung erhält man nämlich das Bild von idS6 unter der Randabbildung in der
exakten Homotopiesequenz

π6(G2) −−−−→ π6(S6) −−−−→ π5(SU(3)) −−−−→ π5(G2)

Z3 Z Z 0
Dies erfordert allerdings sorgfältige Identifikationen.

3.3. Die stabilen Homotopiegruppen π7(Sp(2)) und π7(Sp(3). Die Homoto-
piegruppe π7(Sp(2)) ist die erste stabile Homotopiegruppe in der Serie π7(Sp(n)).
Explizite Erzeuger von π7(Sp(n)) waren bisher nur für n ≥ 4 bekannt. Wir erhalten
einen expliziten Erzeuger von π7(Sp(2)). Eine solche Abbildung ist aus verschiede-
nen Gründen interessant:

• Der von uns erhaltenen Erzeuger liefert einen neuen Beweis für die funda-
mentale Tatsache, daß π6(S3) isomorph zu Z12 ist (siehe Kapitel 8), und hat
direkten Bezug zu dem Problem, wie der Kommutator der Quaternionen in
zwölfter Potenz nullhomotop wird (siehe Kapitel 9).

• Die Gruppe Sp(2) ist das quaternionale Analogon zu U(2). In U(2) erzeugt
die Untergruppe SU(2), die diffeomorph zu S3 ist, die Homotopiegruppe
π3(U(2)). Da quaternionen-wertige Determinanten nicht existieren, gibt es
keine direkt entsprechende Untergruppe von Sp(2). Gäbe es diese, so wäre
sie reell 7-dimensional. Ein Erzeuger von π7(Sp(2)) ist somit das, was in
Sp(2) an die Stelle der Untergruppe SU(2) von U(2) tritt1.

Wir werden nun zunächst einen Erzeuger von π7(Sp(3)) konstruieren. Dazu ver-
wenden wir den Erzeuger η von π5(SU(3)) und multiplizieren ihn mit seinem Trans-
posierten. Nach Korollar 2.3 ist ηt homotop zu η. Die entstandene Abbildung η · ηt

repräsentiert somit das zweite Element von π5(SU(3)). Ihre Werte sind symme-
trisch. Wenden wir nun den expliziten Periodizitätsisomorphismus B der unitären
Gruppen aus Abschnitt 2.3 an, so erhalten wir die durch

ξ′(
[

y
z

]
) = 1

1+|y|2
(
2y 1l + j|z|2η( z

|z| )η(
z
|z| )

t
)

gegebene Abbildung S7 → Sp(3), wobei hier y ∈ C und z ∈ C3 mit |y|2 + |z|2 = 1
sind und wir Sp(3) als Gruppe der symplektischen 3× 3-Matrizen C mit C̄tC = 1l
ansehen, die vermöge A+ jB 7→

[
A −B̄
B Ā

]
in SU(6) eingebettet ist. Wir haben dabei

eine leichte Modifikation an der Formel für B(η · ηt) vorgenommen, die eine stetig-
differenzierbare Abbildung ergibt.

Lemma 3.7. Die Abbildung ξ′ : S7 → Sp(3) erzeugt π7(Sp(3)).

Beweis. Nach Konstruktion repräsentiert ξ′ das zweite Element in π7(SU(6)). Die
Aussage folgt nun aus der exakten Homotopiesequenz des Hauptfaserbündels SU(6) →
SU(6)/Sp(3):

π7(Sp(3)) −−−−→ π7(SU(6)) −−−−→ π7(SU(6)/Sp(3)) −−−−→ π6(SU(6))

Z Z Z2 0

Alle hier auftretenden Homotopiegruppen sind stabil (siehe Kapitel 2). �

1Der naive Versuch, in der Parametrisierung
ˆ z −w̄

w z̄

˜
von SU(2) durch zwei komplexe Zah-

len mit |z|2 + |w|2 = 1 zu quaternionalen Zahlen überzugehen, scheitert sofort an der Nicht-

Kommutativität der Quaternionen.
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Die Abbildung ξ′ nimmt Werte der Gestalt w 1l+ jB an, wobei B eine komplexe
3× 3-Matrix ist. Wir verketten ξ′ nun mit der Deformation

prSp(2) :
[ v̄t p

A u

]
7→ A− u 1

1+p v̄
t

von der Menge der Matrizen in Sp(3), deren oberer rechter Eintrag rein imaginär
ist, auf die Untergruppe Sp(2). Diese Deformation wird (bis auf Multiplikation der
Ausgangsmatrix mit

[
0 1
1l 0

]
von rechts) in Abschnitt 4.3 hergeleitet. Aufgrund der

Konstruktion gilt:

Satz 3.8. Die Abbildung ξ := prSp(2) ◦ ξ′ : S7 → Sp(2) erzeugt π7(Sp(2)).

In Kapitel 8 werden wir sehen, daß die erste Spalte von ξ eine Selbstabbildung
von S7 mit Abbildungsgrad 12 liefert und auf die Weise einen neuen Beweis von
π6(S3) ≈ Z12 erhalten.

4. Erzeuger spezieller Homotopiegruppen der klassischen Gruppen

durch Liften von Geodätischen

Die klassischen Gruppen SO(n), SU(n) und Sp(n) sind allesamt Hauptfaserbündel
über Sphären:

SO(n) → SO(n+ 1) → Sn,

SU(n) → SU(n+ 1) → S2n+1,

Sp(n) → Sp(n+ 1) → S4n+3.

Die geometrischste Art, lokale Trivialisierungen dieser Bündel zu erhalten, besteht
darin, die Gruppen mit linksinvarianten Riemannschen Metriken zu versehen, die
die Standardmetriken auf den Sphären induzieren, und dann die vom Nordpol der
Sphären ausgehenden Geodätischen horizontal zu liften. Im Fall von Sp(2) wurde
dies kürzlich Carlos Duran [Du] durchgeführt, der beobachtet hat, daß die horizon-
talen Lifts gleichzeitig auch horizontale Lifts der exotischen Gromoll-Meyer-Sphäre
sind und auf diese Weise eine explizite Formel für einen exotischen Diffeomorphis-
mus von S6 erhalten hat. Wir werden hier alle kompakten klassischen Gruppen
behandeln. Aus dieser Liftungskonstruktion ergeben sich Erzeuger der Homotopie-
gruppen π2n(SU(n)) und π4n+2(Sp(n)) sowie einige explizite Homotopien.

4.1. Das horizontale Liften von Geodätischen. Zunächst betrachten wir die
symplektischen Gruppen. Die Gruppe Sp(n + 1) besteht aus allen quaternionalen
(n + 1) × (n + 1)-Matrizen A mit ĀtA = 1l. Diese Gruppe operiert in natürlicher
Weise transitiv auf der Einheitssphäre S4n+3 in Hn+1. Der zugehörige Diffeomor-
phismus Sp(n+ 1)/Sp(n) → S4n+3 wird vermittelt durch die Projektionsabbildung
Sp(n+ 1) → S4n+3, die einer Matrix ihre erste Spalte zuordnet. Die linksinvariante
Riemannsche Metrik auf der Gruppe Sp(n + 1), die vermöge Riemannscher Sub-
mersion die Standardmetrik auf S4n+3 induziert, ist durch das Ad(Sp(1)× Sp(n))-
invariante Skalarprodukt

〈
[

p −ūt

u U

]
,
[

q −v̄t

v V

]
〉 = 〈

[
p
u

]
,
[

q
v

]
〉R4n+3 − Re(SpurUV )(4)

auf der Liealgebra sp(n+1) gegeben. Hierbei sind p, q rein imaginäre Quaternionen,
u, v Vektoren in Hn und U, V Matrizen in sp(n). Wir betrachten nun die vom
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Nordpol ausgehende Geodätische

γ(t) = cos t
[

1
0

]
+ sin t

[
p
u

]
von S4n+3, wobei p ∈ Im H und u ∈ Hn sind und |p|2 + |u|2 = 1 gilt. Der Vektor[

p
u

]
liegt also in der Einheitssphäre S4n+2. Weiter sei für u 6= 0

γ̃(t) =
[

0 0

0 1l− u
|u|

ūt

|u|

]
+ cos t

[
1 0

0
u
|u| e

tp ūt

|u|

]
+ sin t

[
p −etpūt

u − u
|u|petp ūt

|u|

]
,(5)

wobei ep = cos |p|+ p
|p| sin |p| die Exponentialabbildunge von S3 ⊂ H vom Punkt 1

aus bezeichnet.

Lemma 4.1. Die Kurve γ̃ ist der durch die Bedingung γ̃(0) = 1l eindeutig bestimm-
te horizontale Lift von γ zu einer Abbildung mit Werten in Sp(n+1). Insbesondere
ist γ̃ eine Geodätische und die obige Formel für γ̃ setzt sich in eindeutiger Weise
analytisch auf den Fall u = 0 fort.

Beweis. Man rechnet direkt nach, daß

γ̃(t)−1 · ˙̃γ(t) =
[

p −etpūt

ue−tp 0

]
ist, also stets senkrecht zur Lieunteralgebra sp(n) ⊂ sp(n + 1) ist. Da horizontale
Lifts von Geodätischen wieder Geodätische sind, ist die Kurve γ̃ eine Geodätische
in Sp(n+ 1). �

Auf vollkommen analoge Weise erhält man die horizontalen Lifts von Geodätischen
in S2n+1 nach U(n + 1) und von Geodätischen in Sn nach SO(n + 1). Der einzige
etwas kompliziertere Fall ist der der speziellen unitären Gruppen. In SU(n + 1)
erhält man

γ̃(t) =
([

0 0

0 1l− z
|z|

z̄t

|z|

]
+cos t

[
1 0

0
z
|z| e

iyt z̄t

|z|

]
+sin t

[
iy −eiytz̄t

z − z
|z| iyeiyt z̄t

|z|

])
·
[

1 0
0 e−iyt/n 1l

]
als den horizontalen Lift der Geodätischen

γ(t) = cos t
[

1
0

]
+ sin t

[
iy
z

]
von S2n+1 mit y ∈ R und z ∈ Cn, |y|2 + |z|2 = 1. Eine direkte Rechung zeigt
nämlich, daß

γ̃(t)−1 · ˙̃γ(t) =
[

1 0
0 eiyt/n 1l

]
·
[

iy −eiytz̄t

ze−iyt −iy
1
n 1l

]
·
[

1 0
0 e−iyt/n 1l

]
ist, also stets senkrecht zur Lieunteralgebra su(n) ⊂ su(n+ 1) ist.

4.2. Lokale Trivialisierungen. Die horizontalen Lifts aus (5) liefern in ihrer Ge-
samtheit die Riemannsche Exponentialabbildung ẽxp von Sp(n+1) in der Einheits-
matrix 1l eingeschränkt auf den Horizontalraum der Faserung Sp(n + 1) → S4n+3.
Schränkt man diese Exponentialabbildung weiterhin auf den offenen Ball B4n+3(π)
mit Radius π im Horizontalraum ein, so erhält man offensichtlich einen lokalen
Schnitt des Hauptfaserbündels Sp(n + 1) → S4n+3 und damit auf wohlbekannte
Weise die folgende lokale Trivialisierung von Sp(n+ 1):

Sp(n)×B4n+3(π) → Sp(n+ 1)

(A, x) 7→ ẽxp(x) ·
[

1 0
0 A

]
.
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Das Bild dieser Abbildung besteht aus den Matrizen B in Sp(n + 1), deren erste
Spalte nicht der Südpol

[−1
0

]
ist. Die Umkehrabbildung ist wie folgt gegeben: Ei-

ner Matrix B wird zunächst der Vektor x ∈ B4n+3(π) zugeordnet, der unter der
Exponentialabbildung von S4n+3 auf die erste Spalte von B abgebildet wird, zum
anderen dann die Matrix (ẽxp(x))−1 · B ∈ Sp(n). Auf gleiche Weise erhält man
lokale Trivialisierungen der anderen klassischen Gruppen.

4.3. Erste Anwendung: Deformation spezieller Matrizen. Es seiM die Men-
ge aller Matrizen in Sp(n+1) (oder analog in U(n+1) oder SO(n+1)), deren oberer
linker Eintrag rein imaginär ist. Diese Matrizen lassen sich in die Untergruppe Sp(n)
deformieren, genauer gesagt hat man die Homotopie

[0, π/2]×M → Sp(n+ 1),
(
t,

[ p v̄t

u A

])
7→ ẽxp(t

[
p
u

]
)−1 ·

[ p v̄t

u A

]
zwischen der Inklusionsabbildung M ↪→ Sp(n+ 1) und der Abbildung

M → Sp(n+ 1),
[ p v̄t

u A

]
7→

[
1 0

0 A− u
|u|

(
p+e−pπ/2

)
v̄t

|v|

]
.

Nun ist die exponentielle Parametrisierung p 7→ e−pπ/2 der Sphäre S3 homotop (rel
p = 0 und |p| = 1) zu der rationalen Parametrisierung (stereographische Projektion)

p 7→ 1−p
1+p = 1−|p|2

1+|p|2 −
2p

1+|p|2 ,

da die Werte beider Parametrisierungen bei gleichem Argument offensichtlich nie
antipodal sind. Wendet man beide gerade beschriebenen Homotopien nacheinan-
der an, so erhält man insgesamt eine Homotopie zwischen der Inklusionsabbildung
M ↪→ Sp(n+ 1) und der Abbildung

M → Sp(n+ 1),
[ p v̄t

u A

]
7→

[ 1 0

0 A−u
1

1+p v̄t

]
,

d. h. man hat die Matrizen aus M in die Untergruppe Sp(n) ⊂ Sp(n+1) deformiert.
Diese Deformation wird an verschiedenen Stellen in dieser Arbeit benutzt werden.

4.4. Zweite Anwendung: Erzeuger von Homotopiegruppen. Schränkt man
die obige Riemannsche Exponentialabbildung ẽxp von Sp(n + 1) auf die Sphäre
S4n+2(π) im Horizontalraum ein, so nimmt diese aufgrund der Liftungskonstruktion
Werte der Form

[−1 0
0 A

]
mit A ∈ Sp(n) an. Man erhält somit die Abbildung

ψ : S4n+2 → Sp(n),
[

p
u

]
7→ 1l− u

|u| (1 + eπp) ūt

|u| ,(6)

wobei wir hier im Definitionsbereich zur Einheitssphäre übergegangen sind. Ana-
log liefert Einschränkung der Exponentialabbildung von SU(n+ 1) auf die Sphäre
S2n(π) im Horizontalraum die Abbildung

φ′ : S2n → U(n),
[

y
z

]
7→ e−iπy/n ·

(
1l− z

|z| (1 + eiπy) z̄t

|z|
)
.

Diese nimmt Werte mit Determinante −1 an. Um eine Abbildung mit Werten in
SU(n) zu erhalten, ist es zweckmäßig mit e−iπ/n zu multiplizieren:

φ : S2n → SU(n),
[

y
z

]
7→ e−iπ(y+1)/n ·

(
1l− z

|z| (1 + eiπy) z̄t

|z|
)
.(7)

Lemma 4.2. Die obigen Abbildungen ψ und φ erzeugen die Homotopiegruppen
π4n+2(Sp(n)) beziehungsweise π2n(SU(n)).
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Beweis. Aufgrund der Liftungskonstruktion repräsentieren die Abbildungen ψ und
φ die Bilder der Identitäten idS4n+3 und idS2n+1 unter den Randabbildungen ∂ in den
exakten Homotopiesequenzen der Bündel Sp(n+1) → S4n+3 und SU(n+1) → S2n

(siehe z. B. [Br], Seite 452):

Z ≈ π4n+3(S4n+3) ∂−→ π4n+2(Sp(n)) −→ π4n+2(Sp(n+ 1)) ≈ 0

Z ≈ π2n+1(S2n+1) ∂−→ π2n(SU(n)) −→ π2n(SU(n+ 1)) ≈ 0,
(8)

Hierbei sind die beiden rechten Homotopiegruppen stabil (siehe Kapitel 2). �

Schließlich ergibt Erschränkung der Exponentialabbildung von SO(n+1) auf die
Sphäre Sn−1(π) im Horizontalraum die klassische Cartaneinbettung

Sn−1 → O(n), x 7→ 1l− 2xxt(9)

von RPn−1. Für n = 3, 5, 6, 7 mod 8 erzeugt diese Abbildung die Homotopiegruppe
πn−1(O(n)), da in diesen Fällen die stabile Gruppe πn−1(O(n+ 1)) trivial ist.

4.5. Explizite Homotopien zwischen den Erzeugern. Die Geometrie der Bündel
vermittelt explizite Homotopien zwischen den oben gewonnenen Erzeugern.

Lemma 4.3. Die Abbildungen ψ : S4n+2 → Sp(n) und φ′ : S4n+2 → U(2n + 1)
sind homotop zueinander als Abbildungen mit Werten in den unitären Matrizen mit
Determinante −1.

Beweis. Aus der Bündelinklusion

Sp(n) −−−−→ SU(2n+ 1)y y
Sp(n+ 1) −−−−→ SU(2n+ 2)y y

S4n+3 S4n+3

folgt, daß für alle t ∈ R

ẽxpSp(t ·
[

p
u

]
) ∈ ẽxpSU(t ·

[
p
u

]
) ·

[
1 0
0 SU(2n+1)

]
gilt. Aufgrund dieser Tatsache nimmt die Homotopie

H(t,
[

p
u

]
) = ẽxpSU(π ·

[
p
u

]
) · ẽxpSU(t ·

[
p
u

]
)−1 · ẽxpSp(t ·

[
p
u

]
)

Werte in U(2n+ 1) mit Determinante −1 an. Es gilt nun

H(0,
[

p
u

]
) = ẽxpSU(π ·

[
p
u

]
) = φ′(

[
p
u

]
),

H(π,
[

p
u

]
) = ẽxpSp(π ·

[
p
u

]
) = ψ

([
p
u

])
,

und somit ist H die gewünschte Homotopie. �

Korollar 4.4. Die Abbildungen ψ : S4n+2 → Sp(n) und φ : S4n+2 → SU(2n + 1)
sind homotop zueinander in SU(2n+ 1).

Beweis. Geht man von H zu −H über, so erhält man eine Homotopie zwischen
−eiπ/nφ und −ψ mit Werten in SU(2n+ 1). Nun ist −eiπ/n 1l in SU(2n+ 1) mit 1l
durch einen Weg verbindbar und ebenso −1l in Sp(n) mit 1l. �
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4.6. Die weiteren Elemente der Homotopiegruppen. Um die weiteren Ele-
mente der Homotopiegruppen π4n+2(Sp(n)) und π2n(SU(n)) darzustellen, bieten
sich mehrere Möglichkeiten an. Wir werden hier sehen, daß die zwei natürlichsten
davon zum selben Ergebnis führen: Zum einen kann man die Gruppenstruktur
im Wertebereich der Erzeuger ausnutzen, indem man von ψ und φ zu ψm und
φm übergeht, die dann das m-te Element der jeweiligen Homotopiegruppe re-
präsentieren. Die andere Möglichkeit ergibt sich aus den Sequenzen (8). Das Bild
einer Selbstabbildung der Sphäre S4n+3 bzw. S2n+1 mit Abbildungsgrad m unter
der Randabbildung ∂ liefert das m-te Element der jeweiligen Homotopiegruppen
von Sp(n) und SU(n). Da es sich bei S4n+3 und S2n+1 um Sphären ungerader
Dimension handelt, bieten sich spezielle Abbildungen mit Abbildungsgrad m an,
nämlich die geodätischen Ver-m-fachungen fm, bei denen man einen Punkt c(t)
auf einer vom Nordpol ausgehenden Geodätischen c auf den Punkt c(mt) abbildet
(diese Abbildungen sind wohldefiniert, und es ist leicht nachzuweisen, daß sie bei
Sphären ungerader Dimension Abbildungsgrad m besitzen, bei Sphären gerader Di-
mension jedoch Abbildungsgrad 0 oder 1). Die Ver-m-fachung fm induziert im Fall
der symplektischen Gruppen das kommutative Diagramm

S4n+2(π) ×m−−−−→ S4n+2(mπ)
˜exp−−−−→ Sp(n)y y y

D4n+3(π) ×m−−−−→ D4n+3(mπ)
˜exp−−−−→ Sp(n+ 1)yexp exp

y y
S4n+3 fm−−−−→ S4n+3 S4n+3

indem die Abbildung in der obersten Zeile offensichtlich ∂(fm) ∈ π4n+2(Sp(n)) re-
präsentiert. Für die (speziell) unitären Gruppen ergibt sich ein analoges Diagramm.

Lemma 4.5. Die Abbildung aus der obersten Zeile in dem vorstehenden Diagramm
ist die Abbildung ψm.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Gestalt der horizontalen Geodätischen in
Abschnitt 4.1: Berechnen wir in (5) γ̃(mπ), so ergibt sich unten rechts die n × n-
Matrix

ψm(
[

p
u

]
) = 1l− u

|u|
ūt

|u| + (−1)m u
|u|e

mπp ūt

|u| . �

Die beiden oben beschriebenen Möglichkeiten, das k-te Element der Homoto-
piegruppen π4n+2(Sp(n)) und π2n(SU(n)) darzustellen, führen somit auf dasselbe
Ergebnis.

5. An der Grenze zwischen Stabilität und Instabilität

In diesem Kapitel erläutern wir den Zusammenhang zwischen Erzeugern der letz-
ten stabilen Homotopiegruppen π2n−1(SU(n)) beziehungsweise π4n−1(Sp(n)) und
nicht-trivialen Nullhomotopien in den nicht-stabilen Homotopiegruppen π2n(SU(n))
und π4n+2(Sp(n)). Abschließend geben wir mit Vorgriff auf Kapitel 6 ein Verfahren
an, mit dem spezielle Erzeuger von π2n−1(SU(n)) und Nullhomotopien in π2n(SU(n))
iterativ gewonnen werden können.
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5.1. Die exakten Homotopiesequenzen. Der Zusammenhang zwischen den letz-
ten stabilen Homotopiegruppen π2n−1(SU(n)) bzw. π4n−1(Sp(n)) und den nicht-
stabilen Homotopiegruppen π2n(SU(n)) und π4n+2(Sp(n)) wird durch die exakten
Homotopiesequenzen vermittelt:

π2n−1(SU(n)) −−−−→ π2n−1(S2n−1) −−−−→ π2n−2(SU(n−1)) −−−−→ π2n−2(SU(n))

π4n−1(Sp(n)) −−−−→ π4n−1(S4n−1) −−−−→ π4n−2(Sp(n−1)) −−−−→ π4n−2(SU(n))

Z −−−−→ Z 0

Dabei haben wir die Werte der stabilen Homotopiegruppen angegeben. Aus den
Sequenzen ist sofort klar, daß die Homotopiegruppen π2n(SU(n)) und π4n+2(Sp(n))
zyklisch sind. Ihre Ordnungen seien im folgenden mit an und cn bezeichnet. Es gilt:

an = n! , cn =

{
(2n+ 1)!, falls n gerade ist,

2 · (2n+ 1)!, falls n ungerade ist.

Der Wert von an wurde von Bott [Bt1] bestimmt: Bott zeigte als Verbesserung
eines Ergebnisses von Borel und Hirzebruch [Bo-Hi], daß das Bild von π2n(BU)
in H2n(BU) genau durch (n − 1)! teilbar ist. Der Wert von cn ergibt sich nun
unmittelbar aus der Homotopieleiter der Bündelinklusion

Sp(n− 1) −−−−→ SU(2n− 1) −−−−→ SU(2n− 1)/Sp(n− 1)y y y
Sp(n) −−−−→ SU(2n) −−−−→ SU(2n)/Sp(n)y y y
S4n−1 S4n−1 −−−−→ ∗

wobei die relevante Homotopiegruppe π4n−1(SU(2n)/Sp(n)) des symmetrischen
Raums SU(2n)/Sp(n) stabil ist und damit isomorph zu Z2, wenn n gerade ist,
und trivial, wenn n ungerade ist.

In Kapitel 6 werden wir eine explizite Nullhomotopie der n-ten Potenz eines an−1-
ten Elements von π2n(SU(n)) angeben und damit einen elementaren induktiven
Beweis dafür geben, daß an die Zahl n! teilt.

5.2. Erzeuger der letzten stabilen Gruppen. Wir formulieren die Information,
die die exakte Homotopiesequenz liefert, noch einmal um. Dazu bezeichne pr j die
Projektion einer komplexen oder quaternionalen Matrix auf ihre j-te Spalte. Diese
Projektion induziert Abbildungen U(n) → S2n−1 und Sp(n) → S4n−1.

Lemma 5.1. Eine Abbildung θ : S2n−1 → U(n) ist genau dann ein Erzeuger von
π2n−1(U(n)), wenn der Abbildungsgrad von pr1 ◦ θ gleich ±an−1 ist.

Lemma 5.2. Eine Abbildung θ : S4n−1 → Sp(n) ist genau dann ein Erzeuger von
π4n−1(Sp(n)), wenn der Abbildungsgrad von pr1 ◦ θ gleich ±cn−1 ist.

Wir haben Lemma 5.1 bereits eingesetzt, um nachzuweisen, daß die Einbettung η
aus Abschnitt 3.2 ein Erzeuger von π5(SU(3)) ist. In Kapitel 8 werden wir Lemma 5.2
in umgekehrter Richtung benutzen und einen elementaren Beweis dafür geben, daß
π6(S3) isomorph zu Z12 ist.
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5.3. Spezielle Erzeuger. Es ist nun sinnvoll, zu untersuchen, welche Selbstab-
bildungen von Sphären durch Erzeuger entstehen, die durch ihre Geometrie oder
Symmetrie ausgezeichnet sind, und umgekehrt, ob man mittels ausgezeichneter
Selbstabbildungen der Sphären Erzeuger konstruieren kann. Dazu bieten sich die
geodätischen Ver-m-fachungen an, bei denen man einen Punkt c(t) auf einer vom
Nordpol ausgehenden Geodätischen c auf den Punkt c(mt) abbildet. Diese Abbil-
dungen sind wohldefiniert und verallgemeinern das Potenzieren x 7→ xm in S1 ⊂ C,
S3 ⊂ H und S7 ⊂ O. Es ist leicht nachzuweisen, daß die geodätische Ver-m-fachung
bei Sphären ungerader Dimension Abbildungsgrad m besitzen, bei Sphären gera-
der Dimension jedoch Abbildungsgrad 0 oder 1. Es gibt nun stets Erzeuger von
π2n−1(SU(n)) und π4n−1(Sp(n)), deren erste Spalten die geodätische Ver-an−1-
fachung von S2n−1 bzw. die geodätische Ver-cn−1-fachung von S4n−1 sind, da zwei
Selbstabbildungen der Sphären mit gleichem Abbildungsgrad zueinander homo-
top sind und man Homotopien liften kann, sofern man eine der beiden Abbildun-
gen an den Enden des Deformationsintervalls liften kann. Die Komponenten der
geodätischen Ver-m-fachungen der Sphären sind homogene Polynome in den reel-
len Koordinaten der Sphären. Eine längere, rein algebraische Rechnung zeigt nun

Lemma 5.3. Es gibt keinen Erzeuger von π5(SU(3)) ≈ Z, dessen Matrixeinträge
aus homogenen Polynomen zweiten Grades mit komplexen Koeffizienten in sechs
reellen Veränderlichen bestehen.

Man kann somit auch nicht erwarten, daß die Erzeuger der anderen hier betrach-
teten Homotopiegruppen aus homogenen Polynomen zusammengesetzt sind. Wir
werden in Abschnitt 3.2 einen Erzeuger η von π5(SU(3)) gewinnen, dessen Kom-
ponenten nicht-homogene Polynome sind. Ein homogener polynomialer Erzeuger
von π5(SU(3)) hätte die Formel für den Erzeuger von π7(Sp(2)) vereinfacht, die in
Abschnitt 3.3 gewonnen wird.

Der Erzeuger η kann benutzt werden, um eine Abbildung S5 → SU(3) zu kon-
struieren, deren erste Spalte die geodätische Verdopplung µ1 : S5 → S5 ist. In
AnhangA wird gezeigt, daß µ1 und die erste Spalte η1 von η niemals antipodal
sind. Wir können für jedes z ∈ S5 daher η(z)−1 · µ1(z) mit dem Nordpol durch
eine eindeutige Geodätische verbinden und die Schar dieser Geodätischen mit den
in Kapitel 4 bereitgestellten Formeln nach SU(3) liften. Für die Endpunkte dieser
Geodätischen in SU(3) erhält man

δ(z) =
[

|z1|2 −z̄1z2 −z̄1z3+z̄2
z1z̄2+z3 δ22(z) δ23(z)
z1z̄3−z2 δ32(z) δ33(z)

]
,

wobei

δ22(z) = 1− 1
1+|z1|2

(
|z1|2|z2|2 + |z3|2 + 2 Re(z1z̄2z̄3)

)
,

δ33(z) = 1− 1
1+|z1|2

(
|z1|2|z2|2 + |z3|2 + 2 Re(z1z̄2z̄3)

)
,

δ32(z) = 1
1+|z1|2

(
−|z1|2z2z̄3 − z1z̄

2
3 + z̄1z

2
2 + z2z̄3

)
,

δ23(z) = 1
1+|z1|2

(
−|z1|2z̄2z3 + z1z̄

2
2 − z̄1z

2
3 + z̄2z3

)
.

Die Abbildung δ : S5 → SU(3) ist nach Konstruktion nullhomotop, daher gilt

Lemma 5.4. Die Abbildung η ·δ : S5 → SU(3) stellt einen Erzeuger von π5(SU(3))
dar, dessen erste Spalte die geodätische Verdopplung von S5 ist.
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5.4. Von Erzeugern zu Nullhomotopien.

Lemma 5.5. Ein Erzeuger f : S2n+1 → SU(n) von π2n+1(SU(n)), dessen erste
Spalte die geodätische Ver-an-fachung von S2n+1 vom Nordpol aus ist, induziert
eine Nullhomotopie der an-ten Potenz des Erzeugers φ′ von π2n(SU(n)).

Beweis. Es bezeichne wie im Kapitel 4 exp die Riemannsche Exponentialabbildung
der Sphäre S2n+1 vom Nordpol aus und ẽxp den horizontalen Lift dieser Abbildung
nach SU(n+ 1) durch die Einheitsmatrix. Die erste Spalte von ẽxp(ant ·

[
y
z

]
) und

f ◦ exp(t ·
[

y
z

]
) stimmen offensichtlich stets überein. Daher ist

f
(
exp(t ·

[
y
z

]
)
)
∈ ẽxp(ant ·

[
y
z

]
) ·

[
1 0
0 SU(n)

]
und die Formel

ẽxp(anπ ·
[

y
z

]
) · ẽxp(ant ·

[
y
z

]
)−1 · f

(
exp(t ·

[
y
z

]
)
)

liefert eine Homotopie zwischen der an-ten Potenz von φ′ und der konstanten Ab-
bildung auf den Wert von f am Südpol von S2n+1. �

In analoger Weise induziert ein Erzeuger von π4n+3(Sp(n)), dessen erste Spal-
te die geodätische Ver-cn-fachung ist, eine Nullhomotopie der cn-ten Potenz des
Erzeugers ψ von π4n+2(Sp(n)).

5.5. Von Nullhomotopien zu Erzeugern.

Lemma 5.6. Ist H : S2n × [0, π] → SU(n) eine Homotopie zwischen der konstan-
ten Abbildung auf die Einheitsmatrix und der an-ten Potenz des Erzeugers φ′ von
π2n(SU(n)), so induziert

[0, π]× S2n → SU(n+ 1), (t,
[

y
z

]
) 7→ ẽxp(ant

[
y
z

]
) ·

[
1 0

0 H(
[

y
z

]
,t)

]−1

.

eine Abbildung S2n+1 → SU(n + 1), die einen Erzeuger von π2n+1(SU(n + 1))
darstellt.

Beweis. Für t = 0 ist der Wert der Abbildung die Einheitsmatrix unabhängig von[
y
z

]
∈ S2n. Für t = π ist ˜exp(anπ

[
y
z

]
) = (φ′)an(

[
y
z

]
) (siehe Abschnitt 4.6). Daher

wird tatsächlich eine Abbildung S2n+1 → SU(n + 1) induziert. Die erste Spalte
dieser Abbildung liefert die geodätische Ver-an-fachung der Sphäre S2n+1. �

5.6. Iterative Konstruktion von Erzeugern von π2n−1(SU(n)). Im folgenden
Kapitel werden wir mit Hilfe eines beliebigen Erzeugers der Gruppe π2n−1(SU(n))
eine Nullhomotopie der an-ten Potenz des Erzeugers φ und damit auch der an-ten
Potenz des Erzeugers φ′ erhalten. Durch die beiden vorangegangenen Lemma lassen
sich somit iterativ Erzeuger aller Gruppen π2n−1(SU(n)) erhalten.

6. Die Geometrie der Gruppen π2n(SU(n))

6.1. Das Problem. In Abschnitt 4.4 wurden die Abbildungen

φ : S2n → SU(n),
[

y
z

]
7→ e−iπ(y+1)/n ·

(
1l− z

|z| (1 + eiπy) z̄t

|z|
)
.

gewonnen, die Erzeuger von π2n(SU(n)) repräsentieren. Botts Ergebnis, daß diese
Homotopiegruppe isomorph zu Zn! ist, führt nun zu der grundsätzlichen Frage, wie
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die n!-te Potenz von φ nullhomotop wird. Auf den ersten Blick ist ein konkreter
Kürzungseffekt der obigen Formel für φ sicherlich nicht anzusehen, da

φm : S2n → SU(n),[
y
z

]
7→ e−imπ(y+1)/n ·

(
1l− z

|z|
(
1− (−1)meimπy

)
z̄t

|z|

)
.

gilt und sich φm damit strukturell nicht von φ selbst unterscheidet. Im folgenden
werden wir aber eine Interpretation des Erzeugers φ geben, die die Ordnung n! der
Homotopiegruppe π2n(SU(n)) in zwei Stufen erkennbar werden läßt. In der ersten
Stufe wird der Faktor n sichtbar, in der zweiten der Faktor (n− 1)!.

6.2. Die Erzeuger von π2n(SU(n)). Wir betrachten die n Abbildungen

φj : [0, 2π
n ]× SU(n) −→ SU(n),

die durch

φ1(s,A) = A · diag(ei(n−1)s, e−is, . . . , e−is) ·A−1

...

φn(s,A) = A · diag(e−is, . . . , e−is, ei(n−1)s) ·A−1

definiert sind.

Lemma 6.1. Die Abbildung φj hängt für festes s ∈ [0, 2π
n ] nur vom Wert der j-ten

Spalte der Matrix A ∈ SU(n) ab.

Beweis. Es sei A ∈ SU(n) eine Matrix, deren erste Spalte der Vektor z ∈ S2n−1 ist.
Dann gilt

A · diag(ei(n−1)s, e−is, . . . , e−is) ·A−1

= e−is ·A ·
(
1l + diag(eins − 1, 0, . . . , 0)

)
·A−1

= e−is
(
1l + z(eins − 1)z̄t

)
.

Für die anderen Abbildungen ist die Rechnung analog und führt exakt zum gleichen
Ergebnis. �

Korollar 6.2. Für festes n induzieren alle φj die Abbildung

φ̂ : [0, 2π
n ]× S2n−1 → SU(n), (s, z) 7→ e−is

(
1l + z(eins − 1)z̄t

)
.

Für s = 0 und s = 2π
n sind die Werte von φ̂ unabhängig von z ∈ S2n−1. We-

gen dieses Zusammenschlagens an den Endpunkten des Intervalls induziert φ̂ eine
Abbildung S2n → SU(n).

Lemma 6.3. Die Abbildung φ̂ induziert den Erzeuger φ von π2n(SU(n)).

Beweis. Wir identifizieren die runde Sphäre S2n ⊂ R×Cn mit dem an den Enden
zusammengeschlagenen Zylinder [0, 2π

n ]× S2n−1 vermöge der Abbildung

S2n → ([0, 2π
n ]× S2n−1)/∼ ,

[
y
z

]
7→

(
π
n (y + 1), z

|z|
)
.(10)

Die Verkettung dieser Identifizierung mit der Abbildung φ̂ liefert wie behauptet den
Erzeuger

φ : S2n → SU(n),
[

y
z

]
7→ e−iπ(y+1)/n ·

(
1l− z

|z| (1 + eiπy) z̄t

|z|
)

aus Abschnitt 4.4. �
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6.3. Die Nullhomotopie. Im vorigen Abschnitt haben wir den Erzeuger φ mit
den Abbildungen φj in Verbindung gebracht. Diese n Abbildungen kommutieren
paarweise und ihr Produkt ist die konstante Abbildung auf die Einheitsmatrix:

φj(s,A) · φk(s,A) = φk(s,A) · φj(s,A) ,

φ1(s,A) · φ2(s,A) · . . . · φn(s,A) = 1l .
(11)

Diese Eigenschaften sind wesentlich für die zu sehende Nullhomotopie. Wir definie-
ren nun Abbildungen

Φj : [0, 2π
n ]× S2n−1 → SU(n),

indem wir einen beliebigen Erzeuger η : S2n−1 → SU(n) der stabilen Homotopie-
gruppe π2n−1(SU(n)) in die Abbildungen φj einsetzen:

Φ1(s, z) = φ1(s, η(z)) = η(z) · diag(ei(n−1)s, e−is, . . . , e−is) · η(z)−1

...

Φn(s, z) = φn(s, η(z)) = η(z) · diag(e−is, . . . , e−is, ei(n−1)s) · η(z)−1.

Für die Abbildungen Φj gelten natürlich die zu (11) analogen Identitäten. Die
Abbildung Φj entsteht, indem man die j-te Spalte ηj : S2n−1 → S2n−1 des Erzeugers
η in die Abbildung φ̂ einsetzt. Daher induzieren die Φj Abbildungen S2n → SU(n).
Benutzen wir die Identifikation (10), so sind dies genau die Abbildungen φ ◦ Σηj ,
wobei

Σηj : S2n → S2n,
[

y
z

]
7→

[ y

|z|η(
z
|z| )

]
die Einhängung von ηj ist.

Satz 6.4. Die n Abbildungen φ◦Σηj : S2n → SU(n) sind paarweise homotop zuein-
ander und repräsentieren das (n−1)!-te Element von π2n(SU(n)). Sie kommutieren
paarweise und ihr Produkt ist die konstante Abbildung auf die Einheitsmatrix, d.h.,
es gilt

(φ ◦ Σηj) · (φ ◦ Σηk) = (φ ◦ Σηk) · (φ ◦ Σηj) ,

(φ ◦ Ση1) · (φ ◦ Ση2) · . . . · (φ ◦ Σηn) ≡ 1l,

wobei die Abbildungen Wert für Wert multipliziert werden.

Dieser Satz liefert uns also eine Nullhomotopie der n-ten Potenz von φ ◦ Ση1.
Damit haben wir den konkreten Kürzungseffekt gefunden, der für die Ordnung
der Homotopiegruppe π2n(SU(n)) entscheidend ist. Um eine Nullhomotopie der
n!-ten Potenz des Erzeugers φ von π2n(SU(n)) anzugeben, fehlt nun noch eine
Homotopie zwischen φ◦Ση1 und der (n−1)!-ten Potenz von φ. Wie man eine solche
Homotopie erhält, ist — im Gegensatz zum oben gefundenen Kürzungseffekt —
konzeptionell klar, wenngleich die Herleitung einer expliziten Formel technisch ist.
Wir verdeutlichen dies in Anhang A im Fall n = 3. Der Fall n = 2 ist natürlich eine
Ausnahme: Hier ist η1 = idS3 .

Beweis von Satz 6.4. Daß die Abbildungen φ ◦ Σηj das (n − 1)!-te Vielfache des
Erzeugers von φ in π2n(SU(n)) repräsentieren, ist eine Konsequenz aus Lemma 5.1,
aus Kapitel 5: Mit der j-ten Spalte des Erzeugers η setzen wir eine Selbstabbil-
dung von S2n−1 mit Abbildungsgrad (n− 1)! in die Abbildung φ̂ ein. Es ist leicht,
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Homotopien zwischen den Abbildungen Φj anzugeben. So liefert z.B. die Formel

η(z) ·
[ cos t − sin t 0

sin t cos t 0
0 0 1l

]
· diag(ei(n−1)s, e−is, . . . , e−is) ·

[ cos t sin t 0
− sin t cos t 0

0 0 1l

]
· η(z)−1,

für t = 0 die Abbildung Φ1 und für t = π
2 die Abbildung Φ2. Die restlichen Aussagen

des Satzes sind offensichtlich. �

Bemerkung 6.5. Durch Induktion nach n liefern die Beweise von Satz 6.4 und
Lemma 5.1 zusammen einen elementaren Beweis dafür, daß die Homotopiegruppe
π2n(SU(n)) eine zyklische Gruppe ist, deren Ordnung n! teilt. Um jedoch umge-
kehrt zu zeigen, daß n! die Ordnung von π2n(SU(n)) teilt, sind kohomologische
Argumente wie die aus [Bt1] wohl unvermeidbar.

Bemerkung 6.6. Die Abbildung φ̂ faktorisiert offensichtlich durch eine Abbildung
φ̌, die auf [0, 2π

n ] × CPn−1. Dieser CPn−1 repräsentiert die Menge der kürzesten
Verbindungskurven von der Einheitsmatrix 1l zum Zentrumselement e−2πi/n · 1l.
Die Abbildung φ̌ wird in Botts Arbeiten [Bt1],[Bt2] und den Folgearbeiten häufig
benutzt, jedoch nie als Erzeuger von π2n(SU(n)), und diese Eigenschaft ergibt sich
auch nicht aus den dortigen Morse-theoretischen Argumenten.

7. Die Geometrie der Gruppe π6(G2)

In diesem Kapitel werden wir einen minimalen Erzeuger ρ : S6 → G2 der Ho-
motopiegruppe π6(G2) ≈ Z3 gewinnen, so daß ρ3 die konstante Abbildung auf
das Einselement von G2 ist. Daß π6(G2) isomorph zu Z3 ist, ist seit den sechzi-
ger Jahren des vorigen Jahrhunderts bekannt [Mi]. Die hier vorgestellte geometri-
sche Darstellung dieser Homotopiegruppe stammt von Chaves und Rigas [Ch-Ri2].
Zur Konstruktion des Erzeugers ρ verwenden wir hier aber einen konzeptionelle-
ren Zugang, nämlich das horizontale Liften von Geodätischen von S7 bezüglich der
Riemannschen Submersion Spin(7) → S7 mit Fasern G2.

7.1. Das G2-Prinzipalbündel Spin(7) → S7. Im folgenden bezeichne O die Di-
visionsalgebra der Oktaven. Für Spin(8) verwenden wir das Modell, das von der
Trialität herkommt:

Spin(8) = {(A,B,C) ∈ SO(O)3 | A(x · y) = B(x) · C(y) für alle x, y ∈ O}.

Der natürliche Homomorphismus Spin(8) → SO(8) ist hierbei gegeben durch die
Projektion auf den ersten Faktor. Durch diesen Homomorphismus ergibt sich un-
mittelbar die kanonische Operation von Spin(8) auf S7. Die Untergruppe Spin(7) ⊂
Spin(8) ist nun offensichtlich durch die Bedingung A(1) = 1 definiert. Sie operiert
transitiv auf den Einheitsoktaven vermöge

Spin(7)× S7 → S7, (A,B,C) · x = B(x).

Die Standgruppe von 1 ∈ O bezüglich dieser Operation ist

G2 = {(A,A,A) ∈ Spin(7)},

die Automorphismengruppe der Oktaven. Somit erhalten wir durch diese Operation
von Spin(7) das G2-Prinzipalbündel Spin(7) → S7.
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7.2. Das horizontale Liften von Geodätischen. Es sei nun γ eine Geodätische
in den Einheitsoktaven mit γ(0) = 1 und γ(π) = −1. Um den Lift dieser Geodäti-
schen nach Spin(7) anzugeben, bezeichnen wir, wie allgemein üblich, die Linksmul-
tiplikation, Rechtsmultiplikation und Konjugation auf O mit einem festen Element
a ∈ O mit

La(x) = ax, Ra(x) = xa, Ca(x) = axa−1.

Da die Oktaven eine normierte Divisionsalgebra sind, sind La, Ra, Ca ∈ SO(O).

Lemma 7.1. Der horizontale Lift der Geodätischen γ durch das Einselement von
Spin(7) ist gegeben durch

γ̃(3t) =
(
Cγ(t), Lγ(t) ◦Rγ(t)2 , Lγ̄(t)2 ◦Rγ̄(t)

)
,

wobei γ̄(t) mit γ(t)−1 übereinstimmt, da γ(t) eine Einheitsoktave ist.

Beweis. Zunächst folgt aus den Moufang-Identitäten

Laba = La ◦ Lb ◦ La, Raba = Ra ◦Rb ◦Ra,

daß der obige Ausdruck für γ̃(3t) in Spin(8) liegt:

a(xy)ā = a
(
x(a(āy))

)
ā =

(
(axa)(āy)

)
ā =

((
(axa2)ā

)
(āy)

)
ā = (axa2)(ā2yā).

Da Ca(1) = 1 ist, liegt γ̃(3t) sogar in Spin(7). Der Ausdruck für γ̃ definiert offen-
sichtlich eine Einparameteruntergruppe von Spin(7) und damit eine Geodätische.
Diese wird unter der Projektion Spin(7) → S7 auf γ abgebildet, da

(Ca, La ◦Ra2 , Lā2 ◦Rā) · 1 = a3.(12)

Es bleibt noch nachzuweisen, daß diese Geodätische horizontal ist, d.h., daß ˙̃γ(0)
senkrecht zur G2-Faser über dem Einselement ist. Das Skalarprodukt von zwei
Endomorphismen Y,Z ∈ so(O)⊕ so(O)⊕ so(O) ist durch −Spur(Y ◦ Z) gegeben.
Ist nun γ̇(0) = p ∈ S6 ⊂ Im O, so ist

˙̃γ(0) = (Lp −Rp, Lp + 2Rp,−2Lp −Rp) ∈ so(O)⊕ so(O)⊕ so(O).

Die Liealgebra von G2 besteht aus Endomorphismen der Form (X,X,X) ∈ so(O)⊕
so(O)⊕ so(O). Es gilt nun offensichtlich, daß Spur( ˙̃γ(0) ◦ (X,X,X)) verschwindet,
da dies sogar für die Summe der drei Komponenten von ˙̃γ(0) gilt. Damit ist γ̃
horizontal. �

7.3. Ein minimaler Erzeuger von π6(G2). Es bezeichne exp : Im(O) → S7

die Riemannsche Exponentialabbildung der Einheitsoktaven vom Punkt 1. Für die
Geodätische γ(t) = exp(tp) mit p ∈ S6 gilt γ(π) = −1. Daher liegt γ̃(π) in der
G2-Faser {(A,−A,−A) ∈ Spin(7)} über −1. Die Abbildung p 7→ γ̃(π) repräsentiert
nun das Bild der Identität idS7 unter der Randabbildung ∂ in der exakten Homo-
topiesequenz des Bündels Spin(7) → G2:

Z ≈ π7(S7) ∂−→ π6(G2) −→ π6(Spin(7)) ≈ 0.

Es folgt, daß die Abbildung p 7→ γ̃(π) einen Erzeuger von π6(G2) repräsentiert.
Nun gilt

γ̃(π) =
(
Cγ(π/3), Lγ(π/3) ◦Rγ(2π/3), Lγ(−2π/3) ◦Rγ(−π/3)

)
=(Cγ(−2π/3),−Cγ(−2π/3),−Cγ(−2π/3)).
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Multiplizieren wir die Werte der Abbildung p 7→ γ̃(π) noch mit (1l,−1l,−1l), so
erhalten wir zusammenfassend:

Satz 7.2. Die Abbildung

ρ : S6 → G2, p 7→ (Cexp(−2πp/3), Cexp(−2πp/3), Cexp(−2πp/3))

repräsentiert einen Erzeuger von π6(G2). Da ρ3 die konstante Abbildung auf (1l, 1l, 1l)
ist, ist π6(G2) entweder trivial oder isomorph zu Z3.

Dieser Satz liefert den geometrischsten Beweis dafür, daß π6(G2) ≈ Z3 ist. Als
zusätzliche Information neben π6(Spin(7)) ≈ 0 benötigt man noch, daß die Abbil-
dung S7 → SO(7), a 7→ Ca die Homotopiegruppe π7(SO(7)) ≈ Z erzeugt [To-Sa-Yo].
Daraus folgt unmittelbar, daß die Abbildung

S7 → Spin(7), a 7→ (Ca, La ◦Ra2 , Lā2 ◦Rā)

einen Erzeuger von π7(Spin(7)) ≈ Z repräsentiert. Wegen (12) wird dieser Erzeuger
unter der Projektion nach S7 auf das dritte Element der Homotopiegruppe π7(S7)
abgebildet.

Die Abbildung ρ ist G2-äquivariant, wobei G2 auf sich selbst durch Konjugation
operiert. Um dies zu sehen, sei (A,A,A) ∈ G2. Es gilt nun

C(exp(−2πA(p)/3))(x) =CA(exp(−2πp/3))(x)

=A(exp(−2πp/3)) · x ·A(exp(−2πp/3))

=A(exp(−2πp/3)) ·A(A−1(x)) ·A(exp(−2πp/3))

=A
(
exp(−2πp/3)A−1(x)

)
·A(exp(−2πp/3))

=A
(
exp(−2πp/3)A−1(x)

)
·A(exp(2πp/3))

=A
(
exp(−2πp/3)A−1(x) exp(2πp/3)

)
=(A ◦ Cexp(−2πp/3) ◦A−1)(x)

und damit folgt

Satz 7.3. Die Abbildung ρ : S6 → G2 ist eine Einbettung und parametrisiert genau
einen Orbit unter der Operation von G2 auf sich selbst vermöge Konjugation.

Bemerkung 7.4. Es ist leicht zu sehen, daß das Element

(Cexp(−2πp/3), Cexp(−2πp/3), Cexp(−2πp/3)) ∈ G2

ein Zentrumselement der Untergruppe SU(3) ⊂ G2 ist, die durch die Bedingung
(A,A,A) · p = p gegeben ist. Daran sieht man sofort, daß der obige Orbit isoliert
ist und damit minimal ist.

8. Die Homotopiegruppen πn+3(Sn)

8.1. Die Homotopiegruppe π6(S3). Die Gruppe π6(S3) spielt eine wichtige Rol-
le in der Homotopietheorie. Der Zusammenhang dieser Gruppe mit der Nicht-
Kommutativität der Quaternionen wird in Kapitel 9 diskutiert. Die Berechnung
von π6(S3) dauerte mehr als zehn Jahre und motivierte die Entwicklung bahnbre-
chender Methoden. Borel und Serre [Bo-Se] zeigten schließlich, daß π6(S3) isomorph
zu Z12 ist. Diese Tatsache geht in die Berechnung der höheren Homotopiegruppen
der Sphären und Liegruppen an vielen Stellen ein (siehe [To]). Ein Beweis wurde
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in Abschnitt 5.1 gegeben, ein Standardbeweis der die stabilen Homotopiegruppen
der klassischen Gruppen nicht benutzt, findet sich z. B. in [Hu]. Noch ein weiterer
Beweis ergibt sich aus Kapitel 7 (siehe [Ch-Ri2]): Zunächst folgt auf geometrische
Weise, daß π6(G2) isomorph zu Z3 ist und dann mittels der exakten Homotopiese-
quenz des Bündels G2 → V7,2 aus π7(V7,2) ≈ Z4 die Aussage. Wir werden hier nun
noch einen weiteren Beweis erbringen, der den expliziten Erzeuger ξ von π7(Sp(2))
benutzt (zu dessen Konstruktion wir nur Bott-Periodizität, π4(S3) und die exakte
Homotopiesequenz eingesetzt haben). Dazu bezeichne pr1 : Sp(2) → S7 die Projek-
tion, die einer quaternionalen 2× 2-Matrix ihre erste Spalte zuordnet. Die Kompo-
sition pr1 ◦ ξ unseres Erzeugers mit dieser Projektion liefert eine Selbstabbildung
von S7.

Satz 8.1. Der Abbildungsgrad von pr1 ◦ ξ : S7 → S7 ist ±12.

Bevor wir diesen Satz beweisen, ziehen wir die gewünschte Schlußfolgerung:

Korollar 8.2. Die Homotopiegruppe π6(S3) ist isomorph zu Z12.

Beweis. Dies folgt aus dem vorigen Satz mit Hilfe der exakten Homotopiesequenz
des Bündels Sp(2) → S7:

π7(Sp(2)) −−−−→ π7(S7) −−−−→ π6(Sp(1)) −−−−→ π6(Sp(2))

Z ×12−−−−→ Z 0
In diesem Diagramm sind die Homotopiegruppen π6(Sp(2)) und π7(Sp(2)) stabil
(siehe Kapitel 2). �

Beweis von Satz 8.1. Die Hauptarbeit in der Berechnung des Abbildungsgrades liegt
im Auffinden eines geeigneten regulären Wertes. Wir werden zeigen, daß der Punkt[ −i

0

]
∈ S7 ein regulärer Wert der Abbildung pr1 ◦ ξ : S7 → S7 ist und genau zwölf

Urbildpunkte mit gleicher Orientierung besitzt. Dazu erinnern wir uns zunächst
daran, daß der Erzeuger ξ aus dem Erzeuger ξ′ von π7(Sp(3)) und der Projekti-
on prSp(2) zusammengesetzt wurde. Der Erzeuger ξ′ nimmt nun Werte der Form
w 1l + j B an, wobei B bis auf Skalierung eine symmetrische Matrix in SU(3) ist.
Die Projektion prSp(2) schreibt sich ausführlich

w 1l + j B 7→
[ jb21 w+jb22

jb31 jb32

]
−

[ jb32
w+jb33

]
1

1+jb31
[w + jb11, jb21].

Damit die erste Spalte den Wert
[ −i

0

]
annimmt, müssen die beiden folgenden Glei-

chungen gelten:

jb21 − jb32
1

1+jb31
(w + jb11) = −i,(13)

jb31 − (w + jb33) 1
1+jb31

(w + jb11) = 0.(14)

Da |bij | ≤ 1 für alle i > j und ebenso |w + jbii| ≤ 1 für alle i gilt, folgt aus der
ersten Gleichung unmittelbar, daß b21 = 0 ist, und aus der zweiten Gleichung, daß
b31 = 0 ist. Damit liefert die erste Gleichung b̄32b11 = −i und w = 0. Insgesamt

ist die Matrix B ∈ SU(3) also von der Gestalt
[ b11 0 0

0 0 b32
0 b32 0

]
mit b̄32b11 = −i. Diese

Bedingungen erfüllen nur die drei Matrizen[
1 0 0
0 0 i
0 i 0

]
,

[
1 0 0
0 0 i
0 i 0

]
· e2πi/3,

[
1 0 0
0 0 i
0 i 0

]
· e−2πi/3,

die tatsächlich alle nach Multiplikation mit j von links durch pr1 ◦ prSp(2) auf[ −i
0

]
∈ S7 abgebildet werden. Es verbleibt nun noch zu klären, für welche Ar-

gumente z ∈ S5 die Abbildung η · ηt : S5 → SU(3) einen dieser drei Werte
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annimmt. Hier kommt uns die Äquivarianz von η zugute. Es gilt nämlich, daß
η(e2πi/3z) = e−2πi/3η(z) ist. Daher genügt es, nur das Urbild der Matrix

[
1 0 0
0 0 i
0 i 0

]
unter η · ηt zu bestimmen. Durch Multiplikation mit den dritten Einheitswurzeln
erhält man daraus alle Urbildpunkte. Es verbleibt somit die Gleichung

η(z) =
[

1 0 0
0 0 i
0 i 0

]
· η̄(z)(15)

für z ∈ S5 zu lösen. Diese Matrizengleichung ist äquivalent zu den sechs Bedingun-
gen

z2
1 ∈ R, z1z2 − z̄3 ∈ R, z1z3 + z̄2 ∈ R,

z2
2 = iz̄3z̄2 + iz1, z2

3 = iz̄3z̄2 − iz1, z1z2 + z̄3 = iz̄1z̄3 − iz2.

Zerlegt man die zk = xk + iyk in Real- und Imaginärteil, so erhält man das folgende
reelle polynomiale Gleichungssystem:

x1y1 = 0, x1y2 + x2y1 + y3 = 0, x1y3 + x3y1 − y2 = 0,

x2
2 − y2

2 = −y1 + x2y3 + x3y2, 2x2y2 = x1 + x2x3 − y2y3,

x2
3 − y2

3 = y1 + x2y3 + x3y2, 2x3y3 = −x1 + x2x3 − y2y3,

x1x2 − y1y2 + x3 = x1y3 + x3y1 + y2, x1y2 + x2y1 − y3 = x1x3 − y1y3 − x2.

Zunächst nehmen wir an, daß y1 = 0. Aus den anderen beiden Gleichungen der
ersten Zeile folgt dann sofort y2 = y3 = 0. Die weiteren Gleichungen liefern nun
x1 = x2 = x3 = 0, im Widerspruch zu |z|2 = 1. Als zweites untersuchen wir
nun den verbleibenden Fall x1 = 0 und y1 6= 0. In diesem Fall reduzieren sich die
Gleichungen der ersten Zeile zu y2 = x3y1, y3 = −x2y1 und die rechten mittleren
beiden Gleichungen liefern x2y2 = x3y3. Durch Einsetzen erhalten wir unmittelbar
x2x3y1 = 0. Falls x2 = 0 und damit y3 = 0 ist, vereinfachen sich die linken mittleren
Gleichungen zu y2

2−y1+x3y2 = 0 und x2
3−y1−x3y2 = 0, woraus sich durch Addition

(y2 + x3)2 = 2x2
3 ergibt. Somit ist y2 = −(1 ±

√
2)x3, und es folgt nun leicht aus

der Normierung y1 =
√

2− 1 und

x3 = 21/4, y2 = 21/4(
√

2− 1) oder x3 = −21/4, y2 = −21/4(
√

2− 1).

Entsprechend verfährt man im Fall x3 = 0 und y2 = 0. Insgesamt erhält man auf
diese Weise nur die vier Kandidaten[

−(
√

2−1)i

2−1/4

2−1/4(
√

2−1)i

]
,

[ −(
√

2−1)i

−2−1/4

−2−1/4(
√

2−1)i

]
,

[
(
√

2−1)i

2−1/4(
√

2−1)i

2−1/4

]
,

[
(
√

2−1)i

−2−1/4(
√

2−1)i

−2−1/4

]
,

die die Matrizengleichung (15) tatsächlich lösen. Diese vier Punkte sind invariant
unter Linksmultiplikation mit den Matrizen[

1 0 0
0 1 0
0 0 1

]
,

[
1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

]
,

[−1 0 0
0 0 1
0 1 0

]
,

[−1 0 0
0 0 −1
0 −1 0

]
.

Das gesamte Urbild des Wertes
[ −i

0

]
unter der Abbildung pr1 ◦ξ besteht somit aus

genau 12 Punkten, auf denen die Gruppe Z2 × Z2 × Z3 einfach-transitiv operiert
(hierbei ist Z3 = {1, e2πi/3, e−2πi/3}). Da die Elemente dieser Gruppe orientie-
rungserhaltend auf S5 und damit auch auf S7 operieren, genügt es, an einem der
Urbildpunkte zu verifizieren, daß die Ableitung von pr1 ◦ ξ ein Isomorphismus ist.
Da dies ohne Schwierigkeiten abläuft, ersparen wir uns diese Rechung hier. �
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8.2. Die stabilen Homotopiegruppen πn+3(Sn). In diesem Abschnitt werden
wir den wesentlichen Kürzungseffekt in der Homotopiegruppe πn+3(Sn) ≈ Z24 auf-
finden. Dieser Kürzungseffekt ergibt sich aus der Geometrie der Liegruppe Sp(2).

Wir geben zunächst eine Zusammenfassung der Beschreibung der Homotopie-
gruppen πn+3(Sn) für n ≥ 4, wie man sie z. B. in [Hu] findet. Die Homotopiegruppe
π7(S4) ist isomorph zu Z⊕ Z12. Der Z-Faktor wird durch die Hopffaserung

h : S7 → S4,
[

u
v

]
7→

[
|u|2−|v|2

2uv̄

]
(16)

erzeugt. Hierbei ist S7 ⊂ H2 und S4 ⊂ R × H. Der Z12-Faktor wird durch die
Einhängung Σb eines Erzeugers b von π6(S3) erzeugt. Die erste stabile Homoto-
piegruppe π8(S5) wird nun nach dem Freudenthalschen Einhängungssatz von einer
der Einhängungen Σh und Σ2b erzeugt. Eine starke Version des Einhängungssatzes
zeigt, daß die zweite Potenz von Σh homotop zu Σ2b oder dessem Homotopieinver-
sen ist. Aus diesem Grund erzeugt Σh die Gruppe π8(S5) ≈ Z24.

Wir erklären nun den durch Sp(2) vermittelten Kürzungseffekt. Dazu fassen wir
Sp(2) als Gruppe der quaternionalen 2 × 2-Matrizen A mit Āt · A = 1l auf. Es sei
f : S7 → Sp(2) eine stetige Abbildung. Die Verknüpfung von f mit den Projek-
tionen auf die erste bzw. zweite Spalte liefert zwei Abbildungen f1, f2 : S7 → S7.
Da diese hinsichtlich des quaternional hermiteschen Skalarprodukts stets senkrecht
aufeinander stehen, ist

F : S7 × [0, π
2 ] → S7, F (x, t) = cos t · f1(x) + sin t · f2(x).

eine explizite Homotopie zwischen ihnen.

Lemma 8.3. Es sei h : S7 → S4 die Hopfabbildung (16) und f : S7 → Sp(2) eine
stetige Abbildung. Dann ist h ◦ f2 = −h ◦ f1 und damit h ◦F : S7× [0, π

2 ] → S4 eine
Homotopie zwischen h ◦ f1 und −h ◦ f1.

Beweis. Sei A =
[

a c
b d

]
∈ Sp(2). Da Āt · A = 1l und ebenso A · Āt = 1l ist, gilt

|a| = |d|, |b| = |c|, ab̄+ cd̄ = 0 und daher

h(
[

c
d

]
) =

[ |c|2−|d|2
2cd̄

]
=

[ |b|2−|a|2
−2ab̄

]
= −h(

[
a
b

]
).

Dies beweist die Aussage des Lemmas. �

Die Homotopie des vorangegangenen Lemmas induziert eine Homotopie zwischen
den Einhängungen Σ(h ◦ f1) und Σ(−h ◦ f1). Nun ist − idS7 homotop zu idS7 .
Zusammen ergeben diese beiden Homotopien

Korollar 8.4. Die Abbildung Σ(h ◦ f1) : S8 → S5 ist homotop zu

− id ◦Σ(−h ◦ f1) = Σ−1(h ◦ f1),

d. h. zu ihrem natürlichen Homotopieinversen, das durch Umkehrung des Einhän-
gungsparameters im Bild gegeben ist.

Dieser geometrische Kürzungseffekt in der stabilen Homotopiegruppe π8(S5) ist
offensichtlich optimal: Ist f : S7 → Sp(2) ein Erzeuger der Homotopiegruppe
π7(Sp(2)), z.B. der Erzeuger ξ aus Abschnitt 3.3, so ist f1 eine Selbstabbildung
von S7, deren Abbildungsgrad die Ordnung von π6(S3) und somit 12 ist. Die Ver-
knüpfung Σ(h ◦ f1) stellt damit die zwölfte Potenz des Erzeugers Σh von π8(S5)
dar und ist homotop zu ihrem Homotopieinversen, was genau der Ordnung 24 ent-
spricht.
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Bemerkung 8.5. Der hier angegebene Kürzungseffekt verallgemeinert den entspre-
chenden Effekt in π4(S3) ≈ Z2. Dort läßt sich der hier verwendete Erzeuger von
π7(Sp(2)) durch den Standard-Diffeomorphismus zwischen S3 und SU(2) ersetzen.

Bemerkung 8.6. In Abhängigkeit vom verwendeten Erzeuger f von π7(Sp(2)) erhält
man natürlich unterschiedliche Abbildungen Σ(h ◦ f1), die das zwölfte Element
in π8(S5) repräsentieren. Besonders geeignet wäre ein Erzeuger f , für den f1 die
geodätische Verzwölffachung von S7 ist. Eine Formel für einen solchen Erzeuger ist
bisher nicht bekannt.

9. Der Kommutator der Quaternionen

Die von Hamilton entdeckten Quaternionen H bilden bekanntermaßen eine nicht
kommutative Divisionsalgebra. Die Abweichung von der Kommutativität kann durch
den Kommutator in der Gruppe S3 der Einheitsquaternionen gemessen werden, d.h.,
durch die Abbildung

c : S3 × S3 7→ S3, (q1, q2) 7→ q1q2q
−1
1 q−1

2 .

In diesem letzten Kapitel werden wir auf das klassische Problem eingehen, wie die
zwölften Potenz c12 des Kommutators nullhomotop wird. Dazu werden wir zunächst
den Zusammenhang zwischen c und dem in Abschnitt 4.4 angegebenen Erzeuger der
Homotopiegruppe π6(S3) ≈ Z12 herstellen, der auf Duran und Rigas [Du-Me-Ri]
zurückgeht.

9.1. Eine Homotopieäquivalenz. Die erste einfache, aber fundamentale Beob-
achtung ist die, daß der Kommutator c konstant den Wert 1 liefert, falls q1 = 1
ist oder q2 = −1 ist (natürlich auch dann, wenn q1 = −1 oder q2 = 1 ist — der
Grund für die hier getroffene Wahl wird später ersichtlich). Mit anderen Worten
faktorisiert c durch das Smashprodukt

S3 ∧ S3 = (S3 × S3)/(S3 ∨ S3),

wobei hier S3 ∨ S3 die Einpunktvereinigung {1} × S3 ∪ S3 × {−1} bezeichnet. Das
Smashprodukt S3 ∧ S3 ist die Einpunktkompaktifizierung von R3 × R3 und als
solche homöomorph zu S6. Um den Bezug zwischen dem Kommutator c und dem
in Abschnitt 4.4 beschriebenen Erzeuger von π6(S3) herzustellen, eignet sich jedoch
besser als dieser Homöomorphismus die Abbildung

ι : S6 → S3 ∧ S3,
[

p
u

]
7→ [(u/|u|, eπp)].

Hierbei bezeichnet S6 die Einheitssphäre in Im H×H und ep die Exponentialabbil-
dung von S3 ⊂ H vom Punkt 1 aus. Man beachte, daß ι wohldefiniert ist, da das
Zusammenschlagen des ersten S3-Faktors zum Tragen kommt, falls u = 0 und damit
|p| = 1 ist. Außerdem ist ι stetig, da d(ι(

[
p
u

]
),S3 ∨ S3) → 0 ist, falls u→ 0. Hierzu

sei bemerkt, daß das Smashprodukt S3 ∧ S3 eine kanonische Abstandsfunktion d̄

von der Standardmetrik d auf S3 × S3 erbt:

d̄([x], [y]) = min
{
d(x, y), d(x,S3 ∨ S3) + d(y,S3 ∨ S3)

}
.

Diese Abstandsfunktion d̄ induziert die Quotiententopologie auf S3 ∧ S3.

Lemma 9.1. Die Abbildung ι : S6 → S3 ∧ S3 ist eine Homotopieäquivalenz.
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Beweis. Es ist leicht zu sehen, daß ι surjektiv ist: Sind q1, q2 ∈ S3 mit q1 6= 1 und
q2 6= −1, so besitzt die Gleichung ι(

[
p
u

]
) = [(u/|u|, eπp)] = [(q1, q2)] genau eine

Lösung. Falls q1 = 1 oder q2 = −1 ist, besitzt die letzte Gleichung genau Lösungen
der Form

[
p
u

]
mit u ∈ R, u ≥ 0. Dies ist eine zweidimensionale Scheibe D2 in S6.

Unsere Abbildung ι faktorisiert also wie folgt in zwei Abbildungen:

S6 → S6/D2 → S3 ∧ S3.

Hierbei ist die zweite Abbildung stetig und bijektiv und somit ein Homöomorphismus.
Daß die erste Abbildung eine Homotopieäquivalenz ist, läßt sich leicht mit Hilfe ei-
ner Homotopie f : S6 × [0, 1] → S6 sehen, für die f0 = idS6 , ft(D2) ⊂ D2 ist und
f1(D2) nur aus einem Punkt besteht (siehe z.B. [Br]). �

Die Komposition der Homotopieäquivalenz ι : S6 → S3∧S3 mit dem Kommutator
c : S3 ∧ S3 → S3 liefert nun die Abbildung

c ◦ ι : S6 → S3,
[

p
u

]
7→ u

|u|e
πp ū

|u|e
−πp.

Durch die elementare Homotopie

S6 × [0, 1] → S3, (
[

p
u

]
, t) 7→ u

|u|e
πp ū

|u|e
−πtp.

ist c ◦ ι homotop zur Abbildung

b : S6 → S3,
[

p
u

]
7→ u

|u|e
πp ū

|u| .

Diese Abbildung b ist die Abbildung ψ : S6 → Sp(1) aus Lemma4.2, wo, der Arbeit
[Du-Me-Ri] folgend, gezeigt wurde, daß b = ψ die Homotopiegruppe π6(S3) erzeugt.

Korollar 9.2. Der Kommutator c : S3 ∧ S3 → S3 erzeugt π6(S3) ≈ Z12.

Diese Tatsache läßt sich auch auf algebraischem Weg zeigen (siehe [Ja]). Die
obige Darstellung zeigt den Zusammenhang zwischen dem geometrisch gewonnen
Erzeuger und dem algebraisch gewonnenen.

9.2. Auf dem Weg zur Nullhomotopie. Wir wenden uns nun abschließend dem
Problem zu, wie die zwölfte Potenz c12 des Kommutators nullhomotop wird. Nach
der obigen Diskussion ist dies gleichwertig zu dem Problem, wie b12 nullhomotop
wird. Gewisse Aspekte der Ordnung 12 haben wir in den vorigen Kapiteln gesehen:
Wie in Abschnitt 4.5 und Kapitel 7 beschrieben, liefern die Bündelinklusionen

Sp(1) −−−−→ SU(3) −−−−→ G2y y y
Sp(2) −−−−→ SU(4) −−−−→ Spin(7)y y y

S7 S7 S7 ,

eine explizite Homotopie zwischen dem Erzeuger b = ψ von π6(Sp(1)) ≈ Z12 und
dem Erzeuger φ von π6(SU(3)) ≈ Z6 in SU(3), sowie explizite Homotopien zwi-
schen b, φ und dem Erzeuger ρ von π6(G2) ≈ Z3 in G2. Wir haben nun in dieser
Arbeit explizite Nullhomotopien von φ6 und ρ3 aufgefunden und damit das Problem
gelöst, wir der Kommutator der Quaternionen in der sechsten bzw. dritten Potenz
nullhomotop wird, wenn man S3 = Sp(1) als Untergruppe von SU(3) bzw. G2 auf-
faßt und Homotopien mit Werten in diesen größeren umgebenden Gruppen erlaubt.
Entscheidend für die Kürzungseffekte in π6(SU(3)) und π6(G2) waren jeweils die
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Operationen der Gruppen SU(3) und G2 durch Konjugation auf sich selbst. Die
Abbildung ρ parametrisiert einen Orbit unter dieser Operation und ρ3 ist einfach
die konstante Abbildung auf die Einheitsmatrix. Im Falle von π6(SU(3)) multipli-
zieren sich drei homotope Abbildungen φ◦Ση1, φ◦Ση2 und φ◦Ση3 zur konstanten
Abbildung auf die Einheitsmatrix. Wenn es gelänge, eine entsprechende Konfigura-
tion von Abbildungen S6 → Sp(1)) zu finden, würde dies sicher die bester Lösung
für das Problem liefern, wie b12 und damit c12 nullhomotop werden. Bislang haben
wir eine solche Konfiguration noch nicht gefunden.

Betrachten wir das Problem von einem anderen Standpunkt aus, so steckt die
Information, wie ein zwölftes Element der Homotopiegruppe π6(S3) nullhomotop
wird, in unserem Erzeuger ξ von π7(Sp(2)).. Allerdings konnten wir bisher nicht
in überzeugender Weise angeben, wie der Repräsentant der zwölften Klasse von
π6(S3), der durch ξ beschrieben wird, homotop zu c12 oder b12 ist.

Anhang A. Eine Homotopie zwischen zwei Abbildungen S6 → SU(3)

In diesem Anhang werden wir auf das in Kapitel 6 angesprochene Problem zurück-
kommen, wie die sechste Potenz des Erzeugers φ von π6(SU(3)) ≈ Z6 nullhomotop
wird. Um diese Nullhomotopie vollständig zu beschreiben, fehlte noch eine Homo-
topie zwischen dem Quadrat φ2 des Erzeugers von π6(SU(3)) und der Abbildung
φ ◦ Ση1 : S6 → SU(3). Hierbei ist Ση1 : S6 → S6 die Einhängung von

η1 : S5 → S5,
[

z1
z2
z3

]
7→

[
z2
1

z1z2+z̄3
z1z3−z̄2

]
,

der erste Spalte des in Abschnitt 3.2 beschriebenen Erzeugers von π5(SU(3)). Da
η1 und damit auch Ση1 Abbildungsgrad 2 besitzen, ist theoretisch sofort klar, daß
φ2 und φ ◦ Ση1 homotop sind. Die Konstruktion einer solchen Homotopie erfor-
dert prinzipiell mehrere Standardschritte, die schwerlich zu einer expliziten Formel
führen. In unserem Fall läßt sich das übliche Verfahren auf zwei wesentliche Schritte
verkürzen, die beide zu einer expliziten Formel führen.

Die erste nützliche Beobachtung ist die, daß die Abbildung η1 homotop zur
geodätischen Verdopplung von S5 vom Punkt

[
1
0
0

]
aus ist, d.h., zu der Abbildung

µ1 : S5 → S5,
[

z1
z2
z3

]
7→

[ z2
1−|z2|2−|z3|2
2(Re z1)z2
2(Re z1)z3

]
.

Der Grund für diese Homotopie ist einfach, daß entsprechende Werte von η1 und µ1

niemals antipodal sind. Genauer gilt, daß der sphärische Abstand zwischen η1(z)
und η2(z) gleich arccos(|z1|2) ∈ [0, π

2 ] ist. Die einfachste Formel

S5 × [0, π
2 ] → S5, (z, t) 7→

[
z2
1−(|z2|2+|z3|2) sin t

z1z2+z̄1z2 sin t+z̄3 cos t
z1z3+z̄1z3 sin t−z̄2 cos t

]
.

für eine explizite Homotopie zwischen η1 und µ1 erhält man jedoch nicht, indem man
entsprechende Werte durch die eindeutige Geodätische zwischen ihnen ineinander
überführt.

Die Homotopie zwischen η1 und µ1 induziert eine Homotopie zwischen φ ◦ Ση1
und φ ◦ Σµ1. Hierbei läßt sich Σµ1 schreiben als

Σµ1 : S6 → S6,
[

y
z

]
7→

[√
2−y2 y

µ1(z)

]
.

Da µ1 Abbildungsgrad 2 besitzt, besitzt auch Σµ1 Abbildungsgrad 2.
Der entscheidende Schritt zur Konstruktion einer Homotopie zwischen φ2 und

φ ◦ Σµ1 besteht nun darin, φ2 in eine Abbildung φ ◦ f zu deformieren, wobei f :
S6 → S6 eine Abbildung ist, die man wiederum einfach in Σµ1 deformieren können
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sollte. Hierbei beachte man, daß φ2 und φ nicht dasselbe Bild in SU(3) besitzen, so
daß eine Deformation der Identität von S6 allein dieses Problem nicht lösen kann.

Wir betrachten die beiden Abbildungen f1, f2 : S6 × [ 12 , 1] → S6,

f1(
[

y
z

]
, r) =

 1
r

[
r−1+yq

1+
2(r−1)
1+y z

]
, falls y ≥ 1− 2r,[−1

0

]
, falls y ≤ 1− 2r,

f2(
[

y
z

]
, r) =


[−1

0

]
, falls y ≥ 2r − 1,

1
r

[
r−1−yq

1+
2(r−1)
1−y z

]
, falls y ≤ 2r − 1

und die Homotopie

S6 × [ 12 , 1] → SU(3), (
[

y
z

]
, r) 7→ φ(f1(

[
y
z

]
, r)) · φ(f2(

[
y
z

]
, r)).

Für r = 1 ergibt sich
[

y
z

]
7→ φ(

[
y
z

]
) · φ(

[−y
z̄

]
). Diese Abbildung ist offensichtlich

homotop zu φ2. Für r = 1
2 ergibt sich die Abbildung φ◦f , wobei f : S6 → S6 durch

f(
[

y
z

]
) =


[ 2y−1

2

r
y

1+y z

]
, falls y ≥ 0,[ −2y−1

2

r
−y
1−y

[
z̄1

−z2
−z3

] ]
falls y ≤ 0

definiert ist. Diese Abbildung f hat Abbildungsgrad 2. Es verbleibt noch, eine
Homotopie zwischen f und Σµ1 zu finden. Dazu verwenden wir die Transformation

A : S6 → S6,
[

y
z

]
7→

[ −Re z1
y+i Im z1

z2
z3

]
,

die in SO(7) liegt und daher homotop zur Identität von S6 ist. Folgerichtig ist

A−1 ◦ Σµ1 ◦A : S6 → S6,
[

y
z

]
7→

[ y2−|z2|2−|z3|2−(Im z1)
2

√
2−(Re z1)2 Re z1+2iy Im z1

2yz2
2yz3

]
homotop zu Σµ1. Es ist aber nun direkt offensichtlich, daß einander entsprechende
Werte von A−1 ◦Σµ1 ◦A und f niemals antipodal sind. Daher ist Σµ homotop zu f .
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Anhang B. Tabellen der Homotopiegruppen der klassischen Gruppen

In den folgenden Tabellen der ersten Homotopiegruppen der klassischen Gruppen
SO(n), SU(n) und Sp(n) trennt die schwarze Linie den stabilen vom nicht-stabilen
Bereich. In der Tabelle der Homotopiegruppen der unitären Gruppe bedeutet ein
c bzw. ein t unter πk(SU(n)), daß jede Abbildung Sk → U(n) homotop zum Kom-
plexkonjugierten bzw. Transponierten ist. Für umfangreichere Tabellen sei auf [Lu2]
verwiesen.

k \ n 1 2 3 4 5 6
1 Z

t
Z Z Z Z Z

2 0 0 0 0 0 0
3 0 Z

c
Z Z Z Z

4 0 Z2
t c

0 0 0 0

5 0 Z2
t c

Z
t

Z Z Z
6 0 Z12

c
Z6
c

0 0 0

7 0 Z2
t c

0 Z
c

Z Z
8 0 Z2

t c
Z12
t

Z24
t

0 0

9 0 Z3
c

Z3
c

Z2
t c

Z
t

Z
10 0 Z15

c
Z30
c

Z120 ⊕
c

Z2 Z120
c

0

Tabelle 1. Die ersten Homotopiegruppen πk(U(n))

k \ n 1 2 3 4 5 6
0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0
3 Z Z Z Z Z Z
4 Z2 Z2 Z2 Z2 Z2 Z2

5 Z2 Z2 Z2 Z2 Z2 Z2

6 Z12 0 0 0 0 0
7 Z2 Z Z Z Z Z
8 Z2 0 0 0 0 0
9 Z3 0 0 0 0 0
10 Z15 Z120 0 0 0 0
11 Z2 Z2 Z Z Z Z
12 2 · Z2 2 · Z2 Z2 Z2 Z2 Z2

13 Z12 ⊕ Z3 Z4 ⊕ Z2 Z2 Z2 Z2 Z2

Tabelle 2. Die ersten Homotopiegruppen πk(Sp(n))
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k \ n 2 3 4 5 6 7 8 9
0 Z2 Z2 Z2 Z2 Z2 Z2 Z2 Z2

1 Z Z2 Z2 Z2 Z2 Z2 Z2 Z2

2 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0 Z 2 · Z Z Z Z Z Z
4 0 Z2 2 · Z2 Z2 0 0 0 0
5 0 Z2 2 · Z2 Z2 Z 0 0 0
6 0 Z12 2 · Z12 0 0 0 0 0
7 0 Z2 2 · Z2 Z Z Z Z⊕ Z Z
8 0 Z2 2 · Z2 0 Z24 2 · Z2 3 · Z2 3 · Z2

Tabelle 3. Die ersten Homotopiegruppen πk(O(n))
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